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MNOZICE 4

1 MNOZICE

1. Dolocite x iz enacb:

(a) logz = —2; (b) logg z = 2;
(c) log, 32 = 2; (d) logx +log4 = 2;
(e) log(xz +2) = 1; (f) logx =3 —log8.

2. Poiscite vsa realna stevila x, za katera velja:

(a) |z[ =1 (b) |z + 2| = 3;

© lz+1]—|z+2[=1; (d) 2* = |z;

(e) |t =1 =2; () lz+2[=1;

(g) |z| = & + & (h) [ =5 +2[=4

() e =1+ lz+1 =2 ()lz—35/=3%+3

(k) |ZE+2|:%IE; ) |lx+ 1| — |z + 2| =0;
(m) |z| + |z + 1] = 1.

3. Resite neenacbe

(a) [z <1; (b) |z =3 — [z —2[ <2
() I%_flf % (d) [z =3[ < 1;
(€) [z + 3] < 5; () |z = 1] > 5;
(8) llz =1 = 1] < 1; (h) o+ 1] = [z - 1] <1
i) 15551 > 1 D 1=5+20=4
(k) [(z = 1)(z+3)[ <0;
4. Tzracunajte:
(a) 1 +20)(3—40), (o) 1+,
(c) (2i(3 — )%, (d) (V3 + v2i)(V3 = v20),
(e) (143i)2 — (1 —14)2, (f) 33 — 37 + 440,
5. Naj bo z =5 —3i in w = —2 + 7i. Izratunajte kompleksna stevila z + w, z — w, 2z — 3w in
3z — 2w.
6. Poiscite z, Ce je
(a) z= (1 —14)%(3 + 2)i?";
_ 1430
(b) z= 2+7+z
7. Izracunajte |z|, ce je
() z=4-3i, (b) 2= (3+i%)",
(¢) 2= 71, (d) z=1 -2,
(e) z=—-2+47i, (f)z=—-2i.

8. Poiscite polarni zapis kompleksnega Stevila z.

(a) z=1+1;
(b) z=1+/3i;
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(¢) 1—i.
9. Poiscite vse kompleksne resitve enacbe:

(a) 22+ 3 — z\f 0;

(b) 24 =148
10. Dokazi, da za vsako naravno Stevilo n veljajo enakosti:
(a) 3+3+5+ -+ =1-2""%

2
?:1( )_ n2+9n.

7

249n,
iz (4 41) = 2=

2
>
Zn . n(n—i—l)
P

d) ;
(e) Z141—2n + 2n;
(£) Yori(i+1) = gn(n +1)(n+2);

(8) Y1, (24 3i) = 3n24Tn,

1.1 Resitve

log, 32 = 3, 3 = 32, 25 =323,z = §;
logz +log4 = 2, log(4z) = 2, 10? = 4x, x = 25;

x ;x>0

2. Upostevamo definicijo absolutne vrednosti: |z| =
—r ; <0

(a) Lo€imo moZnosti:
i. Cexz >0, je |z| = z in dobimo enafbo x = 1. Njena resitev je x = 1, ki zados¢a tudi
pogoju, saj je 1 > 0.

ii. Ce z <0, je|z| = —z in dobimo enatho —z = 1. Njena refitev je z = —1, ki zadosca
tudi pogoju, saj je —1 < 0.
Regitev enacbe je torej x1 =1 in 9 = —1.

(b) Za x 42 >0, oz. x > —2, dobimo enatbo z + 2 = %az, katere regitev je x = —4. Ta resitev
ne zadosca pogoju x > —2, zato to ni refitev dane enacbe. Za x +2 < 0, oz. * < —2,
dobimo enatbo —x — 2 = %x, katere regitev je x = —%. Ta re§itev tudi ne zado$¢a pogoju,
ki je tokrat x < —2, zato tudi to ni reSitev dane enacbe. Enacba torej nima nobene realne
refitve.

(¢) V tem primeru moramo obravnavati 4 moZznosti:

i. x4+1>0in hkratiz+2 >0, 0z. x > —1 in z > —2, kar nam da skupni pogoj x > —1.
Resujemo torej enacbo x + 1 — (z 4+ 2) = 1. Ko poenostavimo enatbo, dobimo —1 = 1,
kar je protislovje, zato iz tega primera ne dobimo nobene realne resitve.

ii. 4+ 1> 0in hkrati £ 4+2 <0, oz. £ > —1 in ¢ < —2, temu pogoju ne ustreza noben x,
zato tudi iz tega primera ne dobimo resitve enacbe.
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iii.

1v.

x+1 < 0in hkrati £ +2 > 0, oz. < —1in x > —2, kar nam da skupni pogoj
—2 <z < —1. ReSujemo enacbo —(x + 1) — (x + 2) = 1 in dobimo resitev x = —2, ki
zadosca pogoju —2 < x < —1, zato je x = —2 reSitev enacbe.

x+1 < 0in hkrati £ 4+2 <0, 0z. x < —1 in ¢ < —2, kar nam da skupni pogoj x < —2.
Resujemo enatbo —(z + 1) — (—x — 2) = 1 od koder dobimo 1 = 1. To pomeni, da je
resitev enacbe vsak z, ki zadog¢a pogoju x < —2.

Mnozica resitev je torej (—oo, —2) U {—2} = (—o0. — 2].

I = 1,x2 :0;

r1 =3,x0 = —1;

1 = -3, 19 = —1;
1 1.

1 =35,22=—3;

1 = —4,29 = 12;

x e

[_171];

_ 5 _ 1,
l’l—z,l’Q—g,

Nima resitve.

xTr =

RS

_3.
27

[~1,0].

Upostevamo definicijo absolutne vrednosti in lo¢imo dve moZnosti:

i.

ii.

Ce x>0, je |x| = 2 in dobimo neenacbo z < 1. MnoZica reSitev mora zado$¢ati obema
ogojema, torej 0 < x < 1.

Ce z <0, je || = —z in dobimo enatbo —z < 1 oz. & > —1. Ko zdruzimo oba pogoja,
dobimo —1 <z < 0.

Mnozica resitev neenacbe je torej enaka (—1,0) U [0,1) = (—1,1).

Obravnavamo 4 moZnosti:

i.

ii.

iii.

v.

x—3 > 0in hkrati x —2 > 0, oz. * > 3 in z > 2, kar nam da skupni pogoj = > 3.
Resujemo neenacbo x — 3 — (x — 2) < 2. Ko poenostavimo ena¢bo, dobimo —1 < 2, kar
je izpolnjeno za vsak z. Ce upostevamo $e prvi pogoj, so reditve z iz intervala [3,00).
x > 3in x < 2, temu pogoju ne ustreza noben x, zato ne dobimo resitve.

x < 3in x > 2, kar nam da skupni pogoj 2 < z < 3. Reujemo enacbo —z+3—(x—2) <
2, poenostavimo in dobimo x > %, ¢e zdruzimo to s prejSnjim pogojem dobimo interval
2,3).

x < 3in x < 2, kar nam da skupni pogoj x < 2. ReSujemo enatbo —z+3—(—x+2) < 2
od koder dobimo 1 < 2, kar velja vedno, zato je reitev (—oo, 2).

Ko zdruzimo vse regitve (intervale), ugotovimo, da resi neenacbo vsak z € R

Upostevamo lastnosti absolutne vrednosti in neenacbo zapiSsemo v obliki

|z+2]

a1 = 2. Pomno-

zimo z izrazom |z — 1|, ki je pozitivno §tevilo, zato se neenakost ohrani. Dobimo neenacbo
|z+2| > 2|z—1|, ki jo reSujemo podobno kot prejsnji nalogi. Dobimo rezultat € (0,4)—{1}
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(1) @ € (3,00);
(.] T e (_007 4] U [12,00),
(k) 21 =1,20 = —3

(1+2))(3—4i)=1-3-2-4->+2-3i—1-4i=3—8(—1)+6i —4i=11+2i
1+t =(1+149)2)2=(1+2i +i?)?% = (20)? = 4i’ = —4

(2i(3 —1))? = (60 — 2i%)? = (24 61)? = 4 + 247 + 36(—1) = —32 + 245

5

—8+8i

—i

5 z+w=3+4i, z—w=7-10i, 22 — 3w = 16 — 27i in 3z — 2w = 19 — 23i.

6. Konjugirana vrednost kompleksnega Stevila z = a + bi je 7 = a — bi.

(a) z = (1 —1)%(3+2i)i?% = (1 — 2i — 1)(3 + 2i)i = (—2i)(3 + 2i)i = 6 + 4. Upostevali smo,
da 2009 da pri deljenju s 4 ostanek 1, zato je i2°%° = 4. Konjugirana vrednost Z je pa torej
enaka z = 6 — 41.

(b) Preoblikujemo z = 1;;3; = ((121%)((22:5) =2 =] 44 Zatojez=1—1i. .

7. Absolutna vrednost kompleksnega stevila z = z + iy je |z| = /a2 + y2.
(a) |4 —3i| = /42 + (=3)2 = V25 = 5,
b) 3+ =\i+1=1IG+igyI=1r=1,

(c) Preoblikujemo z v standardno obliko: z = = = (ii(li)—(illl) = =1t = 1 +i3. Izradunamo

absolutno vrednost: |z| = (%)2 + (%)2 = Y2

(d) V5,
(e) V53,
(f) 2.

8. Kompleksno $tevilo z = x + iy, zapisano v polarni obliki, je oblike z = |z|(cos ¢ + isin ). Pri

tem je |z| = /22 +y? in tanp = £
(a) Izratunamo |z| = v/I+1 = /2 in tang = 1, ¢ je lahko torej T ali 2F. Ker se z nahaja v
prvem kvadrantu (z > 0in y > 0), je ¢ = 7. Polarni zapis je torej z = V/2(cos T +Hising).
(b) z=2(cos § +isin g);
(c) z=+2(cos(—Z) + isin(—I)).

9. (a) Najprej preoblikujemo enacbo v obliko 22 = —% + z§ Nato zapiSemo obe kompleksni
Stevili v polarni obliki. Dobimo enatbo (|z|(cos ¢+isinp))? = cos ZF +isin 2F. Upoitevamo
Moivrovo formulo, po kateri velja (]z|(cos + isin))” = |z|™*(cosny + isinny). Dobimo
torej enakost

2 2
|2|%(cos 2¢ + i sin 2¢) = cos g + isin ?ﬂ
Od tod sledi |z| = 1 in 2p = %’T + 2km,k = 0,k = 1 in zato p1 = § in g = %’T. Dobimo

dve resitvi: z; = % —|—z’§ in 29 = _% _ z§
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—cosE L isinE 20 — coS IE 4L i6in IT 2a — cos BT 1 sin BT o, — cos Y97 1 4 gin W97
(b) 21 = COS {5 + 1 8IN {5, 22 = COS {5 + 2511 15, 23 = COS 5 + SN S5, 24 = COS 55~ + 251N —5-.
10. Uporabi se popolna indukcija.
(a) Zan =1 trditev drzi, saj velja % =1- %
Indukcijski korak n — n + 1:
. . . . . n__
Privzemimo, da velja za n, torej velja: % + % + % + ...+ 2% = 22n L
M : 1,11 1 1 2n—1 1 antl 1
Izratunajmozan+1: 5+ 1+ g+ ...+ 55 + 5o01 = S5 + 557 = “3om1

Enakost velja torej tudi za n + 1, kriterijem popolne indukcije zadosca in zato enakost velja
za vsako naravno $tevilo n.

(b) itd... se dokaze podobno kot (a).
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10.

11.

2 KOMBINATORIKA

. Na koliko nacinov lahko na klop posedemo 3 Zenske in 5 moskih, ¢e naj

a) se usedejo poljubno,

(
(

)
b) sedijo mogki skupaj in Zenske skupaj,
(c) sedijo le zenske skupaj,

(d) Zenske sedijo na prvih dveh in zadnjem mestu?

. Koliko razli¢nih sedemmestnih Stevil lahko sestavimo s §tevkami 1,2,2,5,5,5, in 97

. Koliko trimestnih stevil lahko sestavimo s Stevkami 1,3,4,7,8, in 97

Na koliko nacinov lahko ucitelj izmed desetih uc¢encev izbere

(a) tri,

(b) sedem ali ve¢ ucencev?

. Na koliko nacinov lahko iz serije 100 izdelkov izberemo vzorec stirih,

(a) Ce izbiramo brez vracanja,

(b) Ce izbiramo z vratanjem?

. Koliko je moZnih kombinacij na slovenskem LOTO listku, kjer izmed 39 stevili izbiramo 77

V skatli imamo listke, na katerih so stevke 2, 4, 5, 7, 8. Stirikrat na slepo izberemo po en listek,
Stevke zapisemo (od leve prosti desni) in listek vrnemo v gkatlo.

(a) Koliko $tirimestnih Stevil lahko sestavimo (brez omejitev)?

(b) Koliko lihih $tirimestnih Stevil lahko tako sestavimo?

(¢) Koliko §tirimestnih $tevil lahko sestavimo, ki se ne zafnejo s 57

.V slag¢i¢arni Bonboncek s.p. izdelujejo osem vrst bonbonov, v bonboniere pa jih pakirajo po 15.

Koliko razli¢nih bonbonier lahko sestavijo, ¢e razporeditev bonbonov v Skatli ni pomembna?

. Na koliko nacinov lahko med desetimi taborniki izberemo §tiri, ki bodo bivali skupaj v Sotoru,

¢e najmlajSa dva ne smeta biti skupaj?

Iz serije stotih izdelkov, med katerimi je pet slabih, izbiramo vzorec treh. Koliko razli¢nih vzorcev
z

(a) enim slabim izdelkom,
(b) dvema slabima izdelkoma,

(¢) najve¢ dvema slabima izdelkoma
lahko izberemo, ¢e izbiramo brez vracanja?

V podjetju je 5 inzenirjev in 8 tehnikov. Na koliko nacinov lahko sestavijo petélansko komisijo,
v kateri sta 2 inZenirja in 3 tehniki, ¢e

(a) so vsi lahko ¢lani komisije,

(b) dolo€en inzenir ne sme biti ¢lan komisije,
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(¢) najstarejSa dva tehnika morata biti v komisiji?

Nogometna reprezentanca ima 22 igralcev, med njimi je 5 napadalcev. Na koliko nacinov lahko
sestavijo enajsterico, v kateri je vsaj en napadalec?

V 8oli varne voznje poucuje 20 instruktorjev. Na koliko na¢inov si lahko trije uka Zeljni vozniki
izberejo instruktorje?

Na koliko nacinov lahko profesor na izpitu oceni pet Studentov, ¢e so ocene od 1 do 107

Koliko je vseh razporeditev osem krogel v vrsto, ¢e je 5 belih in 3 ¢rne ter krogel enake barve
med seboj ne razlikujemo?

Na koliko nacinov lahko sedi za okroglo mizo 6 oseb?

Na koliko nacinov lahko razporedimo 15 drzavnikov (po 3 iz iste drzave) za okroglo mizo tako,
da sedijo predstavniki iste drzave skupaj?

Koliko razli¢nih vrst vozovnic je potrebno natisniti za ZelezniSko progo, ob kateri je 10 postaj?
Koliko stirimestnih stevil lahko zapisete s Stevkami 2,4,5,6,8,9, ce

(a) se ne ponavljajo,

(b) se lahko ponavljajo?
Na koliko nac¢inov lahko 32 kart razdelite na dva enaka dela?

V slascicarni prodajajo 7 vrst sladoleda. Na koliko nacinov lahko izberemo 4 razlicne kepice
sladoleda, ¢e mora biti dolo¢ena vrsta (na primer jagoda) vedno v izboru?

V namiznotenigki reprezentanci je 6 moskih in 4 Zenske. Koliko ekip po 2 mogka in 2 Zenski lahko
sestavijo?

Za opravljenje nekega dela potrebujemo 4 moske in 3 Zenske. Koliko razliénih skupin lahko
sestavimo, ¢e izbiramo med 7 mogkimi in 8 Zenskami?

Na jedilniku sta 2 predjedi, 2 vrsti juhe, 4 glavne jedi, 3 prikuhe, 3 vrste solat in 4 razli¢ne
sladice. Koliko menujev lahko sestavimo,

(a) Ce vkljucimo po eno jed iz vsake od nastetih skupin,
(b) brez predjedi,

(c) brez sladice?

Na turnirju tekmuje 10 Sahistov, igrajo po sistemu ,vsak z vsakim“. Koliko partij bo odigral vsak
Sahist in koliko bo na turnirju odigranih partij?

Odbor ima 25 ¢lanov, med katerimi so 4 inZenirji. Na koliko na¢inov lahko sestavijo 3 ¢lansko
komisijo, v kateri bo vsaj 1 inZenir?

Koliko je razli¢nih izidov meta dveh igralnih kock, ¢e sta kocki

(a) razli¢ni,

(b) enaki?

V razredu je 23 detkov in 5 deklet. Pri spragevanju izbere profesor na slepo 4 ucence. Koliko je
izborov z vsaj enim dekletom?
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29.

30.

31.

32.

2.1

= o

Iz posode, v kateri so 4 bele in 3 rdece kroglice izvletemo 3 kroglice hkrati. Koliko je razli¢nih
izborov

(a) ne glede na barvo kroglic,
(b) 2 belih in 1 rdece kroglice
(¢) kroglic enake barve?

V vrecki so 3 bele in 4 rdece kroglice. Izberemo 3 kroglice. Koliko je izborov z vsaj eno belo in
koliko z najvec¢ eno belo kroglico?

Na koliko nac¢inov lahko 12 razli¢nih igra¢ razdelimo med 3 otroke tako, da vsak od njih dobi po
4 igrace?

Na koliko nac¢inov lahko 20 kart razdelimo

(a) med 4 igralce tako, da dobi vsak 5 kart,
(b) na 4 kupcke po 5 kart?

Resitve

(a) Gre za razporeditev 8 oseb v vrsto brez omejitev, to so permutacije brez ponavljanja. To
lahko storimo torej na 8! = 40320 nacinov.

(b) Naj moski sedijo na levem koncu klopi in Zenske na desnem. Zdaj lahko med sabo presedemo
mosSke. Ker jih je 5, lahko to storimo na 5! nacinov. Pravtako lahko presedemo Zenske na
3! nacinov. Torej ¢e moski sedijo na levem koncu klopi in Zenske na desnem, jih lahko
posedemo na 3! - 5! na¢inov. Enako lahko posedemo Zenske na levi in mogke na desni konec
klopi na 3! - 5! nac¢inov. Vseh razporedb je torej 3!- 5! -2 = 1440.

(¢) Zenske vzamemo kot celoto in potem imamo 6 elementov (5 moskih in 1 komplet Zensk |
ki jih razporejamo v vrsto. To lahko storimo na 6! nacinov. Med sabo pa lahko presedamo
tudi zenske na 3! nacinov. Skupaj je torej taksnih razporeditev 3! 6! = 4320.

(d) V tem primeru lahko presedamo samo pripadnike istega spola med seboj, to pa lahko storimo
na 3! 5! = 720 nadinov.

. Gre za permutacije s ponavljanjem. Sestavimo lahko 7! sedemmestnih $tevil, ampak ker imamo

2 dvojki in 3 petice, bodo nekatere med njimi enake. Ko med sabo meSamo petice, ne dobimo
drugega Stevila, zato moramo s 3! (toliko je moznih razporedb treh petic v vrsto) deliti. Podobno
z dvojkami. Vseh razli¢nih sedemmestnih Stevil je torej P72’3 = 2,—'3, = 420.

. Tukaj gre za razporeditev 6 Stevil na 3 mesta, torej veriacije: V@ = % =120

. Vrstni red izbire ni pomemben, torej gre za kombinacije:

(a) K3y = (YY) = 4% = 120.

(b) KKy Ky + KKy K13 = () + (9) + () + (1) = 120+ 45+ 1041 = 176

(a) Izbiramo vzorec, torej vrstni red ni pomemben, zato so to kombinacije brez ponavljanja:
K = (IZO) = i!%%!! = 5881838.

(b) Gre za kombinacije s ponavljanjem (p)KfOO = (1002471) = %‘Z’;! = 6631913.

Ky = (%) = 3% = 15380937,

(a) (p)V54 =54,
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(b) 5-5-5-2=250.
(c) 4-5-5-5=500.

8. WK = (1) = 170544.

9. Nalogo reSimo tako, da izra¢unamo najprej na koliko nacinov lahko izberemo 4 brez omejitev
in potem od tega odstejemo Stevilo moznosti, ko najmlajSa bivata skupaj (v tem primeru sta
2 ze izbrana, preostala 2 pa izberemo na (g) nac¢inov). Takinih mozmosti je torej Ki, — K2 =
(') = (3) = 210 — 28 = 182.

10. (a) (7)- (%) =22325
() (3) - (T) =950
© ) - () +6) - (%) + () - (%) = 161690.
1L (a) (3) - (5) = 560.
(b) (5)-(5) =336
(c) (3)-(5) =60.
12. () (o) + () (o) + ) - () + @) - () + @) - () = 693056

Drugace: (23) — (11) = 693056.
13. 2019 - 18 = 6840

14. 10°
15. =% =56
16. 5! =120

17. 41(31)5 = 186624

18. 9-10 =90

19. (a) 6-5-4-3 = 360
(b) 6% = 1296

20. @g) = 601080390
6

21. (3) =
6\ (4

22. (5) () =

23. (1)(5) = 1960

24. (a) Uporabimo osnovni izrek kombinatorike in dobimo: 2-2-4-3-3-4 =576
(b) 288
(c) 144

25. Vsak odigra 9 partij. Skupaj se bo odigralo (120) = 45 partij.
26. (%) — (%) =970

27. (a) 6-6 =236
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28.

29.

30.

31.

32.

prestejemo 21

~— ~— — — —
+
~~




MATRIKE 14
3 MATRIKE
100 0 1 1
1. Izra¢unajte A+ B, A— B, 2A+ %B, AB in BA zamatriki A= (1 1 0| inB=|0 0 1
111 0 00
: . 7T -2 0 4 6 5 —1 —1]. 1 0 -9 —4
2. Naj bodo podane matrike A = {_9 1 O],B— {7 3 _3 O]mC— [O 6 1 9|
(a) Izratunajte 24 — 3B — 1C.
(b) Poisc¢ite matriko X € Mayy, za katero velja A+ X = B —C.
-2 1 3 4 -1 2
3. Naj bosta podani matriki A=|0 4 —-1|inB=|-3 5 1].
3 -2 0 0 -3 2
(a) Izrac¢unajte produkt AB.
(b) Izracunajte produkt BA.
1 -1 2 1 31
4. Izracunajte AB, BAin AB— BAzamatrikiA=|-1 2 1| inB= (0 3 0
2 1 2 1 31
1 10
5. Zapisite matrike A%, A3, A%in A% ceje A= |0 1 1
0 01
1 2 =2 -3 2 0
6. Dani sta matriki A=(2 0 3 |inB=|4 2 -—1].

1 -1 2 3 -4 2
Izracunajte matriko C = AB — BA + A? — B2.

7. Izracunajte determinante

2 7 a® 2
(2) , o) | '
-1 4 -5 1
cosp —sine 34 =5
(C) Singo cos ¢ ) (d) 8 7 _27
2 1 8
6 -1 1 1 z 1
(e) |1 0 3, )|z 1 =z,
2 -1 0 1 —z 1
1 0 0 1 L0 01 %
01 10 02 1 1 2
1110 00 0 1 1
00 0 01

8. Dolotite stevilo x tako, da bo veljalo

(a)

?

azl‘

1 —=x
2 3

-2 =z
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:1772

0 3

= W Ot

8 O 8

-1

7 —6 1 -1
wa=[g 3 oe=); |

1 2 -1 0 0 -1
©C=1[31 2|, @D=|0 -1 o],

10 -1 -1 0 0

(7 1 —4 1 1 1
E=1[3 0 -2, ®F=|1 1 -1

0 -3 6 1 -1 1

10. Naj bosta podani matriki A = [_1 1] inB= [0 _2].

(a) Izracunajte matriko A~1.
(b) Resite matri¢no enacbo AX = B.

1 0 -2 1
11. Naj bosta podani matriki A= 12 1 —1| inB=[-1].
1 -1 0 0

(a) Izracunajte matriko (A — 2I)~1.
(b) Resite matri¢no enacbo AX — B = 2X.

-3 -1 0

1
12. Naj bosta podani matriki A={1 0 3 | inB=|2].
3

-1 2 =2

(a) Tzracunajte matriko (A + 3I)~1.
(b) Resite matri¢no enatbo AX — B = —3X.

13. Naj bosta podani matriki A = [_01 _23] in B= [3 —4].

(a) Izracunajte matriko A1,
(b) Resite matricno enacbo AX = 3B2.

-3 -1 0

1
14. Naj bosta podani matriki A= |1 0 3| inB=|2].
3

-1 2 =2

(a) Izradunajte matriko (A + 31)~L.
(b) Resite matri¢no enacbo AX — B = —3X.

) . o -1 21. 2 -3
15. Naj bosta podani matriki A = [ 3 _2] in B= [4 _5].

(a) Izracunajte matriko A~1.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(b) Resite matri¢no enac¢bo AX = 4BT.

1 0 2 1 1 3
Resite matri¢no enacbo XB = XA? +1,¢ejeA=|-3 1 0|inB=|-6 0 —6].
0 -1 1 2 2 1
- . . 2 . 1 3. 7
Regite matricno enatbo: X = A“X — B, e je A = 9 ol B B = 1l
o 3
0 1 2 1
Poigcite resitev matri¢ne enatbe: AX =4B —2X, kjerje A= 10 1 1| inB= [-1].
0 00 1

Poistite resitev matricne enatbe: 3X + BX = 3(AB)”, kjer je A = [4 8] in B = B ﬂ :

Resite matri¢no enacbo: A%2X — B = 20X, ¢e je A = [1 0], B = [1 _2] in C =

-4 1
1 -2
—4 1]

1 0 2 1 -2 3
Resite matri¢no ena¢bo A2X = BX + E, éejeA=|-3 1 0| inB=|-2 0 -3]|.
0 -1 1 2 -2 1
2 1 2 2
Resite matricno enatbo AX =X+ B,¢eje A= |0 3 1| inB=|1
0 0 2 3

210
Poiscite resitev matricne enatbe XA —3A7 — X = 3A, kjerje A= |0 4 2|.
0 0 2

Resite naslednji sistem treh enacb s Cramerjevo metodo.

20 —3y+2=-1
rT+y+z=6
3z +y—2z=-1

S pomodjo eleminacijske metode resite naslednji sistem linearnih enacb:

T+ 3y +22=2
T+2y+72=13
—r—4y+42=10

S pomodjo eleminacijske metode resite naslednji sistem linearnih enacb:

r+2y—32=6
20 —y 4+ 42 =2
dor + 3y — 2z =14
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27. Resite naslednji sistem linearnih enacb:
2r —y—z4+4t =5
r4+2y—z+t=3
Jr—y—2z41t=2
r+4y —224+3t=5

28. Dolocite parameter B v sistemu linearnih enacb:

r—3y+z=0
—2x+y+Bz=0
orx + 2y — 122 =0

tako, da bo imel sistem tudi netrivialne regitve. PoisCite te regitve in tisto posebno resitev, katere
prva komponenta je enaka 1.

29. Resite naslednje sisteme enach:

(a) 2x—3y+z =2 (b) 2z0—-—y+z =1
3r—>5y+5z =3 20 — 6z =
5¢ — 8y +6z =5 —y+7z =10

(c) z+y—3z =6 (d) 2z-y+4z =2
2¢0 —3y+2 =2 2z +4y — 62z =12
r+y—4z =14 dr+3y—2z =14

() x4+2y+3z =-1 (f)
—2z—-2y+5z =0
dr +4y — 10z =0

3r—y+32z =4
6z — 2y +6z =
Sr+4y =

3r+2y—13z =1

(g) z+2y+3z—4w =11 (h)2z+y—2z+t =3
2e+y+524+w =3 r—3y+2z2—-t =-2
3x+2y+z2z+2w =-1 dr+y—22+43t =5
r+y+dbz+w =5 —r+2y—z+4 =5

(i) 2z4+2y—2z =-3 () 204+y-—32+4 =3
r4+4y—3z =-1 3r—2y+2+2t =

—2x+y—2z =3 2z +4y+z+t =2
3x+3y—z =-4 dr —2y—z+t =2

(k) T—2y+3z =2 (1) r—2y+52z+5t =17

—r+3y+22+t = 20 —y+24+2t =7
2r —y+z2z+4+2t =7 —2y+3z+t 2
3r+2y—z+t =13, 3z +2y+3z+t =13,

(m) r—2y+3z—4t =17 (n) r—y—z+3t =-4

rT+2y+72z =13 —x+3y+4z2—-2t =
—2x+4y+3z—-t =2 —4dx+3y—2z+t =-9
3zxr—y—z+t =0 Ty+2z+t =-9
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30. Poiscite resitve naslednjih homogenih sisemov

31.

32.

3.1

(a) x+4+2y+z+4w
20+ y+ 2+ 2w
T+2y+2z+w

r+y+z+w

=0
=0
=0

(c) —2z—-2y+dz+w
—2x + 2y + 5z — 2w

3z +2y—3z+w

=0
=0
=0

(e)

—r—y+3z+w
—x4+y+2z—w
10z + 3y — 2 4+ 2w

Za katere vrednosti parametra a

(a) ima sistem natanko eno reitev;

(b) nima sistem nobene resitve?

V sistemu linearnih enacb

(b)

20 4+3y—z—w =0
r—y—2z—4dw =

Jxr+y+3z2—2w =0

6x+3y—T7z =0,

(d) 2x+4y+6z =0

—xr—2y+2z =0

3r+2y—13z =0
T—y+52=5
r+y+5z=15
z+y—az=0
r+y+2z=2

2z + 6y + 11z =13
S5x 4+ 9y + Az =19

dolo¢ite A tako, da bo imel sistem ve¢ kot eno resitev, nato pa

(a) izracunajte splosno resitev,

(b) poiscite tisto posebno resitev, ki ima zadnjo komponento enako 3.

Resitve
1 0 0 011 1+0 0+1 041 111
SA+B=1{1 1 0{+1|0 0 1| =[140 1+0 0+1|=|1 1 1
111 000 1+0 140 140 111
1 -1 -1 2 &+ 3
A-B=|1 1 -1[,2A+3B= (2 2 3,
111 2 2 2
[1 0 0] [0 11 1+0+0 14+04+0 14+0+0 0
AB= |11 0[-|0 0 1| =|0+0+0 14+0+0 1+140| = (0
111 [0 00 0+0+0 1+0+0 14140 0
2 2 1]
BA= |11 1].
0 0 0

7

—_ =

N DN
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13 37
- —-19 6 =
— 1o = 3
27 8 -1
(b) X=—-A+B-C= {16 3 _3 2}
[—-11 -2 3 -2 -4 13
3. (a) AB=|-12 23 2|, (b)BA=|9 15 -14
| 18 13 4 6 —-16 3
[3 6 3 0 6 7 3 0 —4
4. (a) AB=1|0 6 0|,(b)BA=|-3 6 3|,(cc AB-BA=|3 0 -3
4 15 4 0 6 7 4 9 -3
1 21 1 3 3 1 4 6 1 5 10
5. A2=10 1 2|,A3=|0 1 3|,A*=1|0 1 4|,A®=(0 1 5
0 01 0 01 0 01 0 0 1
—-16 26 —16
6.C=| 8 —32 16
22 -2 10
7. (a) 2-4—(-1)-7=15,
(b) a® +1,
(c) cos?z +sinz =1,
(d) 3-7-8+4-(-2)-24+(-5)-8-1—-2-7-(=5)—1-(-2)-3—-8-8-4=—68,
(e) 11,
(f) 0
(g) 0
(h) Determinanta zgornjetrikotne matrike je enaka produktu elementov na diagonali:
1-2-(=1)-1-1=-2
8. (a) Ko izratunamo determinanto, dobimo enacbo: 3z — 2 = z — 2z, katere resitev je z = %
(b) I = 0,3:2 = %
9. (a) Najprej izratunamo determinanto det A = 7 (=7) — 8- (—6) = —1. Ker je determinanta

razli¢na od ni¢, inverzna matrika obstaja in jo lahko izra¢unamo. Poddeterminante so:
Ap = (=12 (=7) = =7, A1z = (-1)* -8 = =8,
Agp = (—1)3-(=6) = 6,4 = (-1)*-7=17.

-7 =8
6 7|

T . _ 7 —6
ﬁ[AU] 7JeA 1= |:8 7:|

Matrika poddeterminant je torej [Aj;] = {

Ker je A7l =

0B =2 g

2 2
(¢) Izratunamo determinanto det C' = 10. Ker je determinanta razli¢na od ni¢, inverzna ma-

trika obstaja in jo lahko izraéunamo. Poddeterminante so:

Ay =(-1)% (1) =—-1, Ap=(-12-(-3-2)=5, Ap=(-1)*"(0-1)=-1,
A= (=1 (-2-0) =2, Ap=(-1)"-(-1+1)=0, Ay =(-1)>-(0-2)=2,
Azp = (D% (44+1)=5, Az =(-1)°-(2+3)=-5, Az3=(-1)5-(1-6)=—5.



MATRIKE

20

Matrika poddeterminant je torej [Aj;] =

Inverzna matrika je C~1 = { 5

1 T
IFOI= O 00| Coks [ Qo=

[
[N TN PR TN

O Nl

1
2

(SIS

10.

—
&
R
|
=
|
| —
U= =

(S]]

1
11. (a) (A —-2I)"1 = {3
~1

Pl oo\HHLS\H
no
| E— |

o |
D=
| S

2
4
-1

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

-3 1

—9]

)
1

—3]

1
, () X=A"1B= [%
5

1
10
I

1
10

al= O ul—
| I N|—

N[ —00] =

| I |

(a) (A+3)t=%|-4 0 0|,
5 1 1

] x|

-3 1 -3
-4 0 0

b ox=[3 ]

(a) A7 =

L

XB-XA2=I=X(B-—A%)=1=X=1 (B— A%~

1 -2 4

0o 3
A2:A'A= —6 1 —6,B—A2:

0 -1

3 -2 1 -1 4

0 —4 -1
X=B-A%)1=|0 -1 0
-1 =3 0

1 _ (B_AZ)—l
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

X =3(31+B) M(AB)T = [122]

X = (A2 - 20)"'B = [11 —14}

3 -4
[0 0 1]
X=(A2-B)'=(3 1 4
1 0 0]
[0 0 1]
X=(A2-B)'=|3 1 4
11 0 0]
12 -3 6
X=3A+ATYA-)t=|3 7 -8
0 2 8
2 -3 1
Preverimo najprej determinanto sistema detA =11 1 1 |=-23
3 1 =2
Vrednost determinante je razli¢na od ni¢, zato lahko uporabimo Cramerjevo pravilo.
-1 -3 1 2 -1 1 2 -3 -1
detA;=]6 1 1|=-23,detAs=|1 6 1 |=-46,detAg=1|1 1 6 |=—69.
-1 1 =2 3 -1 =2 3 1 -1
Od tod dobimo: = = %eett‘% = :—%‘; =1,y= (gaett“f =2,2z= C}f;t‘i‘f =3.

ZapiSemo razsirjeno matriko sistemas:

1 3 2 : 2 1 3 2 : 2 1 3 2 : 2
1 2 7 :13|=|0 -1 5 : 11|=|0 -1 5 : 11
-1 -4 4 : 10 0 -1 6 : 12 0 0 1 : 1

Ker je rang osnovne matrike enak rangu raz8irjene matrike in to enako stevilu neznank, je sistem
resljiv in sicer ima natanko eno re§itev: z =1, —y+5z2=11=y=—-6inz+3y+2z2 =2 =
r=14+18—-2=18, torej x =18,y = —6,2 = 1.

Zapifemo razsirjeno matriko sistemas:

1 2 -3 : 6 1 2 -3 : 6 1 2 -3 : 6
2 -1 4 : 2|(=]l0 =5 10 : —-10|=|0 =5 10 : —10
4 3 -2 : 14 0 -5 10 : —10 0O 0 0 : 0

Ker je rang razSirjene matrike manjsi od Stevila neznank, ima sistem neskon¢no mnogo resitev:
Naj bo prosta neznanka z = t. Potem je —5y + 10z = —10 = -6y + 10t = -10 =y =2+ 2t in
x4+2y—32=6=>2+22+2t)-3t=6=>z=2—t, torejx =2—t,y=2+42t,z =t,t €R;

Najprej zamenjamo vrstni red enacb tako, da dobimo prvi koeficient v prvi vrstici enak 1 in
zapiSemo razSirjeno matriko sistema:

12 11 :3] 12 -1 3] [1 2 -1 1 3
2 -1 -14 5] lo-5 1 2 ¢ 1] |o2 -1 2 i 2| _
5 1 212 lo -7 1 —2: -7 loo -3 14:s|
11 4 -2 3 5/ 0o 2 -1 2 : 2] [0 0 -5 10 0.
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28.

29.

30.

31.

12 -1 1 3 |
o2 -1 o2 2
N00—3 14 : 8
0 0 0 —40 @ —40,

Ker je rang osnovne matrike enak rangu raz§irjene matrike in to enako stevilu neznank, je sistem
resljiv in sicer ima natanko eno refitev: t =1, =324+ 14t =8=2=2,2y — 2+ 2t =2=y=1
inrx4+2y—z+t=3=>x=2,torejr =2,y=1,2=2,t=1

Zamenjamo 2. in 3. enacho, tako da enacba, ki vsebuje parameter preide v zadnjo vrstico in
hkrati zapiSemo razSirjeno matriko sistema:

1 =3 1 :0 1 =3 1 0 1 =3 1 0
5 2 —12 : o0o|l~=|0 17 =17 : o0l™=|0 1 -1 : 0
-2 1 B 0 0 -5 B+2 : 0 0 0 B-3 : 0

Netrivialne regitve dobimo, ko je rang matrike manjsi od Stevila neznank, 3. vrstica mora torej
biti enaka 0. Zato mora veljati B —3 =0 o0z. B = 3.

Splosna reSitev: prosta neznanka z =t, y—2=0=>y—t=0=y=tinzx—-3y+z=0=>x =
3t —t =2t torej x =2t,y =t,z =1t.

Posebna resitev: x =1=2t=1=1t= %, zato se posebna refitev glasi x = 1,y = %, z= %

=10t+1,y=Tt,z=1t,t € R;

istem nima resitve.

4 . _ 34 _ _ 20,
3:Y = 3,27 3

=2 ty=2+2tz=ttER;

, 11 o=t teR;

<
I

istem nima resitve.

—2,y=3,z=1w= -1,

I
—_
<
|
[\
N
I
no
~
|
—_

9 )

—2,y=1,2=1

8 8 8 8 &8 8 8 UK
I
oo
~
_l_
—_

(a) 2 =t,y=0,2=0,w = —t,t € R;

b) x=y=2z=w=0

(c) == y=3 » ==L w=tteR;

(d)y z=y=2z=w=0;

(e) x =25ty = —46t,z = 10t,w = —51t,t € R;
a) a # —b, resitev je x = 10a“;525,y =b5z= 51+—5a;

N

a a = —b sistem ni resljiv.
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10.
11.

12.

13.

14.

. Dana sta vektorja u= (2,-1,3) in V= (1,-2,5). IzraCunajte u - ?,E ,

4 VEKTORJI

. Izracunajte 3 a — a ;, Ce Je
@)E:(—Lmlnzz(&—@,
(b) a=(-1,3,0)in b= (v2,—3,2)

2 2

w v, (u+v)(u—v)in

(27u +3 0)(v —4 u).

N — —_

. Dolocite stevilo x € R tako, da bosta vektorja a=zx i — 7 in p=2 ¢ + j kolinearna.

. Dolo¢ite a in b, da bosta vektorja (a,3,—12) in (6, 1,b) kolinearna.

RN

. Izra¢unajte vektorski produkt vektorjev a= (5,—2,1)in p= (4,0,6) ter plos¢ino paralelograma,

ki ga dolocata ta dva vektorja.

Preverite, ¢e tocke A(—3,—-7,—5), B(0,—1,—2) in C(2, 3,0) leZijo na isti premici.

. Dane so to¢ke A(—7,—4,3), B(1,—2,1) in C(-3,0,5). Dolo¢ite komponente vektorjev AB, BC

in AC.

. Dolocite razdaljo med tockama:

(a) A(—5,—2,—6) in B(—6,—4,—4),

(b) C(5,4,3) in D(4,2,5).
Dolocite dolzine stranic trikotnika z ogliséi A(4,2,8), B(8,—3,—1) in C(2,—1,2).
Dane so tocke A(—5,4,3), B(2,—4,1), C(—1,3,2) in D(6,—5,0).

R N G

(a) Izracunajte komponente vektorjev AB, AC, AD, BC, BD,C
(b) Ali so ti vektorji komplanarni?
(c) Kaj lahko recete o Stirikotniku ABDC'?
Dane so tocke A(5,2,—1), B(1,-3,4), C(-2,1,3) in D(2,6,—2).
(a) Ali so dane tocke komplanarne?
(b) Ali so dane tocke oglis¢a paralelograma?
Izracunajte vektorske produkte:
(a) (27 _4-7 3) X (_35 ]-a 5)7
(b) (127 17 _6) X (_87 107 2)7
(C) (\/57 17 0) X (_\/57 27 4)

Izracunajte skalarni produkt in enega od vektorskih produktov vektorjev ter s pomocjo tega
ugotovite ali sta katera dva vektorja pravokotna oz. vzporedna.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

(a) a=(1,0,3) in p= (1,3, —1);
(b) a=(1,1,1)in p= (-1, —1,2);
(¢) a=(2,—4,-3)in b= (2,3, -1);
(d) a=(0,1,2) in b= (0,2, —4);

Dolocite kot med vektorjema:
(a) a= (4,4, —2) in b= (~1,2,2),
(b) c=(1,-2,2) in d= (~2,4, —4).

Dolo¢ite obseg trikotnika z ogliséi A(4,—1,2), B(0,—1,5) in C(—3,—1,1) ter dolocite notranje
kote.

Tocke A(1,1,1), B(3,2,1), D(1,0,2) so oglis¢a paralelograma ABCD. Dolo¢ite koordinate ogli-
§¢a C' in izracunajte kot med diagonalama tega paralelograma.

Izratunajte meSani produkt vektorjev a= (3,1,2), b= (2,7,4) in o= (1,2,1) ter prostornino
paralelepipeda, ki ga dolo¢ajo dani trije vektorji.

Ali so vektorji a= (1,1,1), Z\: (2,1,2) in o= (1,0,1) linearno neodvisni?
Ali so vektorji a= (1,2,3), b= (3,4, ~2) in c= (—2, —2, 1) linearno neodvisni?

Ali so komplanarni vektorji a= (2,—4,1), ;: (=7,8,7) in = (—=1,0,3)7

RN

Koliksna je plos¢ina trikotnika, ki ga dolocata vektorja a= (1,1,1) in p= (2,-3,1)7
Izradunajte plos¢ino trikotnika ABC' z ogli§¢i v tockah

(a) A(_27 _2)7 B(77 3) in 0(97 _10);

(b) A(1,-1,8),B(2,0,5) in C(1,-1,1);

(¢c) A(1,2,-1),B(-1,1,0),C(0,1,2).

Dolo¢ite = in y tako, da bo vektor (z,y, 1) pravokoten na vektorja (—2,1,0) in (3,4, 0).

Dolo¢ite vektor ?, ki je pravokoten na vektorja a= (4,4,—6) in p= (—2,—4,0), ima zadnjo
komponento pozitivno in je dolg 7.

Izra¢unajte meSani produkt vektorjev
(a)
(b)

Izra¢unajte volumen paralelepipeda z oglis¢i v tockah A(1,2,3), B(3,-1,—1),C(2,0,1),D(1,1,2).

(1,3,-2), b= (3, ~4,2) in c= (1,4,0);
(27_%7%)7 b: (3747_%) in c= (2707_%)7

—
a=
[N

a=

Za katere vrednosti parametra t je prostornina paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji a= (t,—1,4),
b= (2,0,—2) in ¢= (—2,t,1) enaka 8?

Dani so vektorji a= (—1,3,1), b= (1,2,3) in c= (2,-2,1).

N — —
(a) Preverite ali so vektorji a, p in ¢ linearno neodvisni.
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RN

(b) Izrac¢unaj kot med vektorjema ain b.

¢) Izracunajte kot med vektorjema § in c.

)
() 4
(d) Izracunaj vektorski produkt p x c.
)
)

e) Izratunajte plos¢ino paralelograma, ki ga dolo¢ata vektorja a in b.

(
(f) Izracunajte volumen paralelepipeda, ki ga dolo¢ajo vektorji g, b in c.

-

30. Dani so vektorji a= (2,1,0), b= (1,—1,2) in c= (0,3,4).

(a) Preverite ali so vektorji a, b in ¢ komplanarni.

(b) Izrac¢unaj kot med vektorjema ain b.

(¢) Izratunaj vektorski produkt p x c.

4.1 Resitve

1. NaJ bo a= (a1,a2,a3) in b— (b1, ba, b3). Upostevamo formule a + b— (a1 + b1, a2+ by, as + bs),
m a= (may, mag, mag), | a | = \/a1 + a2 + a3 ina- b— a1b1 + asbs + azbs in dobimo:

(a) 3@ —5 b= (—3— 15,6 — (—20)) = (—18, 26),

—1(-1+43,2-9)| = |2, -2)| = VEF (-2 = VB =22

il

L

3. u-v=19u =14,v =30,(u + v)(u —v)=—-161in (2 u +3 v)(v —4 u) = —212.

4. Da sta vektorja kohnearna pomem da se da eden zaplsatl ot linearna kombinacija drugega.

Veljati mora torej a=a b oz. * i — j=2a i +a j. Od tod sledi a = —1 in & = 2q, torej
T = -2

5. a=18b=—4

6. Vektorski produkt je vektor, ki je dolo¢en z determinanto

JEEN

N 1 k - -
Xb=|5 -2 1|=-12-i —26-j +8 k= (-12,-26,8).
4 6

Plosé¢ina paralelograma ki ga dolocata vektorja a in b je enaka absolutni vrednosti vektorskega

produkta § = | a x b | = /(—12)% + (—26)% + 82 = /884 = 2,/221.

RN

7. Zapigimo vektorja AB=rp — ra= (3,6,3) in AC=r¢: — ra= (5,10,5). Totke A, B in C lezijo na

isti premici, ¢e sta vektorja AB in AC kolinearna. Ce sta vektorja kolinearna, je njun vektorski

produkt enak 0. Preverimo: AB x AC=|3 ¢ 3|=0-i+0-j +0- k= (0,0,0)
5 10 5
Tocke torej lezijo na isti premici.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

AB= (8,2, ~2), BC—= (—4,2,4) in AC—= (4,4,2).

Razdaljo lahko izracunamo na dva naéina direktno po formuli d((xl,xg,a:g) (y1,y2,93)) =

.....

dveh tockah in izrac¢unamo dolzino Vektorja. V obeh primerih gre za isto formulo.

(a) d(A,B) = /12 + 22 + (-2)* = 3,
(b) CD= (—1,-2,2), dolzina vektorja: | CD | = /12 + (=2)2 + 22 = 3.

|AC| = |BC| = 7,|AB| = V122

(a) AB= (7,—8,—2), AC= (4,—1,~1), AD= (11,9, ~3), BC= (=3,7,1), BD= (4,1, 1)
in CD= (7,-8,-2).
b

—~

c) Je paralelogram

e e

b a.

a) (—23,-19,—10);
b) (62,24,128);
c) (4, —4v2,2v/2 4+ /3).

Vektorja sta pravokotna, ¢e je njun skalarni produkt enak 0 in vzporedna, ¢e je njun vektorski
produkt enak vektorju O.

) D
)
a) Da.
) D
)
)

—_ T

(a) a- b= —2, vektorja nista pravokotna. a x b= (—9,4,3) vektorja nista vzporedna.
(b) a- b= 0, vektorja sta pravokotna. a x b= (3,—3,0) vektorja nista vzporedna.
(c) a- b= —5, vektorja nista pravokotna. a x b= (13,—4,14) vektorja nista vzporedna.
(d) a- b= —10, vektorja nista pravokotna. a x b: (0,0,0) vektorja sta vzporedna.
Kot, ki ga vektorja oklepata izrac¢unamo po formuli cosp = IfHZL\'
allb

(a) Velikosti vektorja sta | @ | = /422 + 42+ (—2)2 = 6 in | b | = /(-1)2+22+22 = 3.
Skalarni produkt: E' b=4-(—1)+4-24(-2)-2=0.
cos p = 0, torej ¢ = T oz. vektorja sta pravokotna.

(b) ¢ = 7, vektorja sta tOI"Q] vzporedna.

Obseg trikotnika je 10 + /50, velikosti kotov so a =~y = 7,8 = 7.

—

Izra¢unamo komponente vektorja AB= (2, 1 O) Ker ima paralelogram paroma vzporedne in
poslediéno tudi enako dolge stranice, velja AB DC. Koordinate totke C(z,y, z) torej dobimo iz
enakosti DC=r¢ — rp= (:U Ly—0,2— 2) = (2, 1,0) in tod tod C(3,1,2). Kot med diagonalama

je kot med vektorjema AC in DB. cos¢ = \[ , kot je torej enak aI‘CCOb(f) ~ 63°26'.

g
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18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

Mesani produkt vektorjev izrac¢unamo s pomocjo determinante
3 1 2
(a,b,c)=12 7 4/=-7
1 21

Prostornina paralelepipeda, ki ga dolo¢ajo dani trije vektorji, je enaka absolutni vrednosti mesa-
nega produkta: V =|(a,b,c)|=|-7=T7.

To lahko preverimo na ve¢ nacinov. Eden izmed njih je s pomo¢jo mesSanega produkta, saj je
mesani produkt linearno odvisnih vektorjev enak 0.

1
1
0

—
V)
o
(¢]
N—
|
[N
[ RS
|
o

Torej vektorji niso linearno neodvisni.
So linearno neodvisni.
Da.

Plos¢ina trikotnika je enaka polovici plosc¢ine paralelograma, ki ga dolocata ta dva vektorja.
g V42
-2

(a) Dolotimo vektorja AB in AC, ki dolo¢ata trikotnik: AB= (9,5), AC= (11,—8). Ce
zapiSemo komponente vektorja v trirazseznem prostoru, se glasijo AB= (9,5,0), AC=
(11,—8,0). Plogc¢ina trikotnika je enaka polovici plos¢ine paralelograma, torej

BxAC=|9g 5 ¢|=(0,0,—-127)
11 -8 0
|(0,0,—127)] = /(—127)%2 = 127. Izrac¢unali smo plos¢ino paralelograma, plog¢ina triko-
tnika je torej %7
V2.
(b) =%
V30
(c) %5
Izra¢unamo skalarna produkta in tako dobimo sistem dveh enach z dvema neznankama od kod

izracunamo resitev x =y = 0.

Vektor, ki je pravokoten na vektorja a in b, je vzoreden z vektorjem a x b. Iskani vektor c
dobimo tako, da upostevamo Se ostale lastnosti. c¢= (6,—3,2)

(a) (a,b,c)=—34;
(b) (a,p,¢)=—1

Izratunamo komponente vektorjev AB, AC in AD in potem V = |(AB, AC, AD)| = 3.

t1=—1,tg = —3,t3 = —5,t4 = 1
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29. (a) Linearno neodvisnost najlazje preverimo s pomodjo mesanega produkta:
R -1 3 1
(a,b,c)=|1 2 3/=1
-2 1
Mesani produkt vektorjev je razli¢en od ni¢, torej vektorji niso linearno neodvisni.
. . . I 8 8
(b) Kot med vektorjema izra¢unamo po formuli cos p = a T ViLvid © viet
— .8 o o
(p = arccos = ~ 49, 86°.
(c) ¢~ 84,89°
(d) Vektorski produkt:
N i J k
b X ¢c = 1 2 3 :(8757_6)
2 =2 1
(e) Plos¢ina paralelograma je enaka absolutni vrednosti vektorskega produkta teh dveh vektor-
jev:
N Tt )k
axb= -1 3 1 :(774a_5)
1 2 3
|(7,4,—5)| = 3v/10, plos¢ina paralelograma je torej 3v/10 plosc¢inskih enot.
(f) Volumen paralelepipeda je enak absolutni vrednosti meSanega produkta, ki smo ga Ze izra-
¢unali. Torej V = 1 prostorninska enota.
30. (a) (E\, b,?) = —24 torej vektorji niso komplanarni.

(b) ¢ = arccos(%) ~ 79,5°
(C) (47 _87 6)
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5 ZAPOREDJA IN VRSTE

2n—"7

1. Preverite ali je zaporedje s sploSnim ¢lenom a,, = 5775

naraScajoce,

(a)

(b) navzgor omejeno,
) navzdol omejeno,
)

konvergentno.

2. Preverite ali je zaporedje s sploSnim ¢lenom a, monotono in ali je omejeno. Ce je zaporedje
konvergentno, izracunajte njegovo limito.

_ 1.
(a) an = 3577
_ n+l .
(b) an = 357
_ 1000n,
(C) Ap = n2+17
(d) an = cos 4f.
. . “ s « _ 5n—2
3. Podano je zaporedje s sploSnim ¢lenom a, = T

Dokazite, da je zaporedje padajoce.
Dokazite, da je zaporedje omejeno in pois€ite natancno zgornjo in natancéno spodnjo mejo.
Poiscite limito zaporedja.

Dolocite stevilo ¢lenov zaporedja, ki lezijo izven e-ske okolice limite, za € = Tl(JO'

(a) limy, 00 g’;é, (b) limy, 00 VN2 — 1 — n;
4
(0) limp o (224) (d) limpo0 25542
(€) limy, o0 g222500 (£) limp_oo(v/n + 1 — /1),
2
e () limy o0 %228
(i) Timy, oo (52:3) () 1 zngn,
n—oo \ 331 ) J) 1My 00 n?—ips)
(k) limy oo (VN2 — 504+ 6 — n).

5. Izracunajte limito zaporedja in ugotovite, kateri ¢leni zaporedja so v dani e-ski okolici limite.
li =4
a 1My, 00 n2+17 €= 107

(a)

(b) limppoo 27, € = 155
)
)

(c

(d) lim,— o0 n%fl, e=1073.

3n+2 .
limy, o0 4211, =0,01;

6. Podano je zaporedje s splognim ¢lenom a,, = enPHn—1
(a)
(b)
()

)

(d) Dolocite stevilo ¢lenov zaporedja, ki leZijo izven e-ske okolice limite, za € = 10737,

Preverite, ¢e je zaporedje monotono.
Ugotovite ali je zaporedje omejeno.

Poiscite limito zaporedja.
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7. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, =

(a)
(b)
()

8. Dano je zaporedje s splognim ¢lenom a,, =

(a)
(b)

9. Podano imamo zaporedje s splosnim ¢lenom a,, =

(a)
(b)

_ 5n%42n—3
n+1

Zapisite prvi, drugi in tretji ¢len zaporedja.
Ali je stevilo 17 ¢len zaporedja?
Izra¢unajte limito zaporedja, ¢e obstaja.

19n+421
n2+1

Ali je stevilo 1 ¢len zaporedja?
Izracunajte limito zaporedja, ¢e obstaja.

2n—3
In+2°

Poiséite limito danega zaporedja.

Izra¢unajte od katerega ¢lena naprej leZijo vsi ¢leni zaporedja v e-okolici limite za € = %.

. N 2 e e . ..

10. Za zaporedje s splo$nim ¢lenom a, = 27?2:11 ugotovite limito in izracunajte koliko ¢lenov lezi
zunaj e-okolice limite, ¢e je € = er

11. Podano imamo zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = SQTTIA‘Q.

(a)

Poiséite limito danega zaporedja.

(b) Izracunajte od katerega ¢lena naprej lezijo vsi ¢leni zaporedja v e-okolici limite za e = 1—10.
12. Podano imamo zaporedje s splognim ¢lenom a, = iﬁﬁg

(a) Poiscite limito danega zaporedja.

(b) Izracunajte od katerega ¢lena naprej lezijo vsi ¢leni zaporedja v e-okolici limite za e = %.

13. Zapisite splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja, Ce je

(a)
(b)

alz—?)ind:%;

as = 20 in ag = 30.

14. Zapisite splosni ¢len geometri¢nega zaporedja, ¢e je

(a)
(b)

alzéinq:—&

as = 36 in a7 = 4.

2

15. Izracunajte vsoto geometricne vrste 2 — 2 + 35 —

5

5.1 Resitve

1. (a)

Zaporedje je narasc¢ajoce, Ce je ant1 > Gn 0Z. Apy1 — Ay > 0 za vse n € N. Preveriti je torej
2(n+1)=7  2n—7 2(n+1)—-7  2pn—7 __ 25

3(n+t1)+2  3n+2 3(n+t1)+2  3n+2 — (3n+5)(3n+2)
zagotovo nenegativno (celo pozitivno), saj je n € N in kot tak pozitiven. Zaporedje je torej

strogo narascajoce.

potrebno, Ce je > 0. Izracunajmo kar pa je

2

2n—7 _ 2 25 in vidimo, da je 3 taksno &tevilo,

3n+2 — 3 9n+t6
ki ga noben ¢len zaporedja ne preseze. % je tudi najmanjSe taksno Stevilo, zato je to kar

natan¢na zgornja meja, zaporedje je torej navzgor omejeno.

Ce delimo §tevec z imenovalcem, dobimo

Ker je zaporedje naraic¢ajoce, je spodnja meja kar prvi ¢len zaporedja. Zaporedje je torej
navzdol omejeno, spodnja meja je —1.
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.. . . . . I . IR 2m—7
(d) Zaporedje je monotono in omejeno, zato nujno konvergentno, njegova limita je a = lim,, oo g3 =
2-7 2

2. (a) Zaporedje je strogo padajoce in navzgor in navzdol omejeno, zato tudi konvergentno. Limita
je a=0.

- . v . . - - _ 1
Zaporedje je padajoce, navzgor in navzdol omejeno. Je konvergentno z limito a = 3.
Zaporedje je padajoCe, navzgor in navzdol omejeno. Je konvergentno z limito a = 0.

Zaporedje ni monotono, je navzgor in navzdol omejeno. Ni konvergentno.

3. (a) Dokazati je potrebno, da velja a,+1 — a, < 0 za vsak n € N. Ko vstavimo in izrac¢unamo,
dobimo n25f?jf4rl — ngﬁﬁl < 0 o0z. 5n? +n + 1 > 0. Funkcija na levi strani neenacbe je res
povsod pozitivna, zato je zaporedje strogo padajoce.

(b) Natanc¢na zgornja meja je prvi ¢len zaporedja M = 3, natan¢na spodnja meja je enaka limiti
zaporedja m = 0.
(c) Limita je a = 0.
(d) Za &lene, ki lezijo izven e-ske okolice limite, velja | -52—2 ‘ > 10~3. Ko preuredimo, dobimo
n44+n—1
neenacbo n? — 4999n + 1999 < 0. Ko redimo enacbo n? — 4999n + 1999 = 0, dobimo dve
refitvi: x1 ~ 0,4 in o = 4998,6. Naravna Stevila, za katera je neenakost izpolnjena, so
torej med 1 in 4998 (vklju¢no s tema dvema). Torej izven e-ske okolice lezi 4998 Elenov
zaporedja.
. m—1 _ s 2-1  limpseo2-limpsee 9 2.
4 (a) limyoo 575 = limp oo 342 limpooo 3421imy oo £ 3420 3
. 1 (Vn2—n—n)(vn2—n+n) _ 1. —n _ 1 —1 —
(b) limy, 00 VN2 — n—n = limy, N = lim;, 00 T = lim,,—ye0 \/;H =
29
- onta\* _ o 244\ ovs 1.
(c) limg, oo (3T+7) = limy, 00 <@> = (g) = 81>
(d) Limita ne obstaja;
1.
(e) 2
- . VinFl—yn)(Vntl+ : 1 ,
(6) ttyosoo (VT = Vi) = Ty BTN i ot =0
(8) 4
(h) Limita ne obstaja.
@) &
() 3
5
(k) —3.
1
5. (a) liI]nn_)oonQLJrl = limn_moﬁ = 0; Veljati mora |a, — a| < €, torej \nQLH| < 1—10. Ker

je n € N je izraz znotraj absolutne vrednosti pozitiven. Ko uredimo, dobimo neena¢ho
n? —10n + 1 > 0, katere reditve zadodtajo n; < 5 — 24 ~ 0,1 in ny > 5 + 24 ~ 9,9.
Prva regitev seveda ne pride v postev, saj n € N, velja torej, da od 10 ¢lena naprej vsi ¢leni
leZijo v e-ski okolici limite.

(b) a=0,n > 50;

(c) a=2,n>3l;
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

(d) a=2,n > 44.

(a) Zaporedje je padajoce.

(b) Zaporedje je omejeno. Natanéna zgornja meja je M = e~!, natancna spodnja meja je

m = 0.

(¢) Limita je a = 0.

(d) 9 ¢lenov lezi izven e-ske okolice limite.

() ap = 2H2=2 =2, qy = 20813 = 7 g5 = 4540=3 — 19,

(b) Da bo $tevilo 17 ¢len zaporedja, mora veljati 17 = % Ko enacbo preoblikujemo,
dobimo ena¢bo n? — 3n — 4 = 0, katere regitvi sta n; = 4 in ny = —1. Ker je n € N, druga

reSitev odpade, velja torej, da je Stevilo 17 etrti ¢len zaporedja oz. a4 = 17.

Zaporedje nima limite, ampak divergira.

Je, za n = 20.

)
)
b) Limita je enaka 0.
.. . 2
) Limita je enaka .
) Od 14. ¢lena napre;j.
Limita je enaka 2. 30 ¢lenov zaporedja.

a
b

Limita je enaka 0.

Od 31. ¢lena naprej.

a
b

(a)
(b)
(a) Limita je enaka 3.

(b) Od 628. ¢lena naprej.

Upostevamo, da lahko splogni ¢len aritmeti¢nega zaporedja zapisemo kot a, = a1 + (n — 1)d.

(a) a, = %(4n —19);

(b) Iz nastavka as = as + 3d izratunamo diferenco d = 2. Prvi ¢len zaporedja izrazimo iz
ag = a1+ 7d = a1 = %. Vstavimo v obliko za splosni ¢len in dobimo a,, = %0 + %n.
Splosni ¢len geometri¢nega zaporedja zapisemo kot a,, = a1¢"!.
1
(a) an =—5(=3)";
(b) Najprej izra¢unamo kvocient iz Z—; = ¢ = 34—6 = ¢%. Dobimo dva kvocienta ¢; = % in
Q2 = —%. Prvi ¢len zaporedja izra¢unamo iz a7 = a1¢® = a1 = 2916. Splosni ¢len je

torej a, = 2916(:&%)"*1. Dobimo torej dve zaporedji a, = 8748(%)” = 3,14,7 in a, =
()" gt
1

Prvi ¢len geometricne vrste je a = 2, kvocient je ¢ = —z. Kvocient je po absolutni vrednosti

manjsi od 1, zato je vrsta konvergentna. Vsota se izra¢una S = 1%’1 = 14{1 = g
5




FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE 34

6 FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

1. Poiscite definicijsko obmodje naslednjih funkcij:

(a) fi(z) = In(z® - 22 — 3); (b) fao(z) =22 — 1;

(©) fax) = {/% () falw) = 5

(e) fo(z) = /|z[ = 1; () fo(x) = Va? — 22— 3;

(g) fr(z) = V1—2a% (h) fs(z) = logy(z® — 2z — 3);
(i) folz) = Va; (3) fro(z) = In £=5;

(k) f11(z) = arcsin(z — 1); (1) fiz(x) = arccos xg;l;

(m) fi3(z) = 2sinx; (n) fra(z) = (2 + 3:1U —1)e?* 1,
(0) fis(z) = (1,2_;,_2;4_71%(&:2_4); (p) fie(z) = (1 + 2)=.

(@) £() = ¢ in gla) = 1~ Iz (b) f(z) =2 +1in g(z) = =25;
SRR IbCr A ST - S At Sl
2z+1’ ;
(g) f(x) =z +2in g(x) = L3, (h) f(z) = [z| in g(z) = Inz;
8{)) j}(z;))— e in ggxg = 1952, ) () f(z) = 2% in g(z) = 22 + 1;
r)=35ing(r)=Inz

(a) Dolocite definicijsko obmoéje funkcije f;

(b) Zapisite inverzno funkcijo f~1(z).

4. Naj bo f(z) = 2eT+s.
(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije f;
(b) Zapiite inverzno funkcijo f~!(z).

5. Naj bo f(z) =1+ In(zx + 2).
(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije f;
(b) Zapigite inverzno funkcijo f~!(z).

6. Skicirajte grafe racionalnih funkcij (naj vam bo v pomo¢ izrac¢un nicel, polov, asimptote, prese-
Ci8Ce z ordinatno osjo, sodost, lihost...).

(a) /(@) = 533 (0) gl@) = =555
5_23_9p . —1)(z
(c) hx) = ZoE (d) i(w) = SR

(z g9(x) = logyg x;
(c) i(x) = cos(z — §); (d) h(z) = sin 2x.

8. Izracunajte limite
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sin?z .
472 7
l—cosz
—

lim, o

9. Naj bo f(z) = % dana funkcija.

Zapigite definicijsko obmodje funkcije.
Izra¢unajte ni¢le, pole in prese¢isée z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
Poigcite asimptoto funkcije f.

Skicirajte graf funkcije f.

10. Naj bo f(x) = 2222041 qang funkcija.

22203
a) Zapisite definicijsko obmoéje funkcije.
) Izratunajte nicle, pole in presetisce z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
(c) Poiscite asimptoto funkcije f.
) Skicirajte graf funkcije f.

2

dana funkcija.

Zapigite definicijsko obmodje funkcije.
Izracunajte nic¢le, pole in prese¢isce z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
Poigcite asimptoto funkcije f.

Skicirajte graf funkcije f.

12. Naj bo f(x) = % dana funkcija.

Zapigite definicijsko obmodje funkcije.
Izracunajte nic¢le, pole in prese¢isce z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
Poigcite asimptoto funkcije f.

Skicirajte graf funkcije f.

13. Naj bo f(x) = % dana funkcija.

Zapigite definicijsko obmodje funkcije.
Izracunajte ni¢le, pole in prese¢isce z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
Poigcite asimptoto funkcije f.

Skicirajte graf funkcije f.

6.1 Resitve:
1. (a) Pogoj 22 — 22 — 3 = (x — 3)(z + 1) > 0 je izpolnjen samo za = > 3 in x < —1. Definicijsko
obmodje je torej (—oo, —1) U (3, 00);
(b) Funkcija je polinom 1. stopnje (graf je premica) in zato definirana povsod: Dy, = R.

(¢) Zadostiti moramo pogoju % > 0 zaradi korenjenja s sodo stopnjo in x # 0, ker se nahaja v
imenovalcu. Dobimo torej Dy, = (0, 00);



FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

36

(d) Dy, =R —-—-1,1;
(e) Dy = (—o0, —1] UL, 00);
(f) Dgy = (—00, —1]U[3,00);
(8) Dy, =[-1,1];
(h) Dyy = (=00, —1) U (3, 00);
(i) Dy, = [0,00);
(j) Pogoj £2

)

5

> 0 je izpolnjen za x iz (—o0, —5) U (2, 00);

de 2

+ %, torej predpis

(1) Dpy, = (=00, —1JU %’OO)
(m) Dp, = R;
(n) Eksponentna funkcija in polinomi so definirani na celi realni osi: Dy, = R;
(0) Dps =R —{=2,-1,2};
(p) Dpg =R —{0}
2. (a) (fog)e) = flg(x)) = F(1 - Inz) = eM* = el = eIy in
(go f)x) =g(f(z)) =g(e™™) =1—Ine™® =1+u;
(b) (fog)x) = [fl9(x) = f(zF7) =77 +1in (9o f)(z) =g(f(z)) =g(z+1) =
(©) (fog)@)=flg(z)) = flz—1) = (z—1)*in (g0 f)(z) = g(f(2)) = g(a?) =2 — 1;
(d) (fog)x)=z+2 (9o f)(z)=2+2;
() (fo9)(w) = A, (90 N@) = i
(f) (fog)(x) ==, (g0 f)(x) = x;
(8) (fog)(x) =2, (g0 f)(z) = 213
(h) (fog)(z) = [Inz|, (go f)(z) = In|zf;
(i) (fog)(@)=e", (g0 f)(z) = .
(3) (fog)(z) =4a® =4z =1, (go f)(z) = 22% + L;
(k) (fog)(x)="5, (9o f)(x) =n(3)
3. (a) Dy = (%,oo);
(b) Inverzno funkcijo f~! dobimo tako, da zamenjamo vlogi z in y v funkcijskem predpisu. Tako
dobimo z = 2111(%) — 3. Ko preoblikujemo izraz, dobimo y =
za inverzno funkcijo se glasi f~1(z) = 4‘3? +2.
4 (a) Dy=R—{-1};
(b) £7(2) = s
5. (a) Dy = (=2,00);
(b) fHa) ="t -2
6. (a) Nicle: 22 —1=0 = 21 = —1,29 = 1, Poli: 22 + 2 = 0, ni realnih resitev torej polov ni.
Asimptote: (22 —1): (22 +2)=1- %4_27 vodoravna asimptota je y = 1.

N A

Presetisce z ordinatno osjo: f(0) =

_%a TU(O7 _%)a
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Slika 1: Naloga 6 (a) Graf funkcije f(x) = i;—;;
A
-1 1 >
71,
)2
Funkcija je soda, ker f(—x) = Eiigzé = ;2—1; = f(x),
(b) Nicle: 22 =32 +2=0= 21 = 1,29 = 2,
Poli: 22 +3 =0, pol je x = —%, torej imamo navpicno asimptoto z = —%.
Asimptote: (22 — 3z +2): (22 +3) = Jo — % + 2(%:13), poSevna asimptota je torej y = gz — 3.

Presetiste z ordinatno osjo: f(0) = 2, Ty(0, %),

Funkcija ni ne soda ne liha.

Slika 2: Naloga 6 (b) Graf funkcije g(x) = 2?3742

\

|

\

A

2x+3
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Slika 3: Naloga 6 (c) Graf funkcije h(z) = %

A

Y

Slika 4: Naloga 6 () Graf funkcije i(z) = - gE

A

Y

Slika 5: Naloga 7 (a) Graf funkcije f(x) =2% —1

3

WY
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Slika 6: Naloga 7 (b) Graf funkcije g(z) = log;o =

1.0
05
— } ! P X
05 10 15 20 25 3.0
-05
-1.0

= 2 + km, k € Z, nicle so torej oblike z = 2T + k.

(7¢) Nicle: Izpolnjen mora biti pogoj z —
vrednost 1 doseZe pri § + 2km, vrednost —1 doseze

Preseciice z ordinatno osjo: cos(0 — %) =
pri %’T + 2km.

us
P
2

Slika 7: Naloga 7 (c) Graf funkcije i(z) = cos(z — §):

K

N

Y

N
o| g

Slika 8: Naloga 7 (d) Graf funkcije h(x) = sin 2z:

X

\
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8. (a) Polinom je funkcija zvezna v vsaki tocki, torej tudi v z = 2, zato velja lim, 2 f(x) = f(2) =
1.

(b) Vemo, da je lim,_,o 22
2hmH0 SI2r — 9.1 = Y

2sin2z __
= hmx—>07x =

sinz sin 2x 296

= 1, zato preoblikujemo izraz lim,_q

(¢) 3 1
(d) 0.
9. (a) Definicijsko obmo¢je funkcije: R — {—1,2}
(b) Nicle T1,2 = =1 , L3 — —2 pOh T = —1,1‘273 = 2, T’O(O7 %)
(¢) Asimptota: y = 1.
(d) Graf funkcije f:
A
AN 1 >
1k
10. (a) Definicijsko obmo¢je funkcije: R — {—1,3}
(b) Nicle T12 = 1, poli: 1 =—1,29 =3, T’O(O7 _%)
(¢) Asimptota: y = 1.
(d) Graf funkcije f:
A
S >
11. (a) Definicijsko obmo¢je funkcije: R — {—1,2}
(b) Nicle z12 =0, poli: z1 = —1,223 = 2, Tp(0,0)
(¢) Asimptota: y =0
(d) Graf funkcije f
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12. (a) Definicijsko obmod¢je funkcije: R — {—2,1}
(b) Nicle Il = —1,%’273 = 2, pOli: 12 = —2,.%'3 = 1, To(o, —1).
(¢) Asimptota: y = 1.
(d) Graf funkcije f:
A
\’* ‘ >
12 MWL 2
13. (a) Definicijsko obmo¢je funkcije: R — {2, -1}
(b) Nicle Il = 1,{13273 = —2, pOli: 12 = 2,1‘3 = —1, T()(O, —1).
(¢) Asimptota: y = 1.
(d) Graf funkcije f:
A
] el -
-2 _l(k 1
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7 ODVOD FUNKCIJE

1. Poi&¢ite odvode naslenjih funkcij.

(a) fi(z) = a® + 32° — 5; (b) fo(z) = Vak;

(c) f3($):%—\3/F; (d) fa(z) = 4cosx — 3e* + Inx;
(e) fs(z) = —5 —sin 7 (f) fo(x) =5(x — 1) +In3;

(g) fr(x) = (x —2)(x +3) +10;  (h) fs(z) = &£,

2. Po pravilu za odvajanje produkta in kvocienta odvajajte naslednje funkcije.

g

()f()zﬁgrla (b ( :3:1:54

() flz) = %5 (d) f(2) = 2557

(e) f(z) = zy/m; (f) f(x) = cosxze®;

(g) flx) = (1;2 + 1) arcsin x; (h) f(z) = (3230 — 1)e* sinx;
(W) f(x) = () f(2) = S22

(a)f(z) = v1+a?; (b) f(z) = (z + 1)*(x - 3)°
(c) flx) =Va?+1; (d) f(2) = =3
(¢) f(w) = tan(2e — 1; () f(2) = (22 + 1)°
(8) Fl2) = o () f(z) = In 2L
(i) f(2) = In(z + Va? + a; (i) f(2) = In 25
(k) f(z) = V1 —sinx; (1) f(z) = arctan Zt1;
(m) f(z) = 6e™; (n) f(z)=e*
(0) f(z) = we®™+? (p) f(x) = sin(3z — 3);
(a) f(2) =2?In(z® + 22 +1); (1) fla) = (> +1)7%
(5) f(x) = (20 + 30)% (t) F(z) = (22 — 1)'a.
4. IzraCunajte odvode funkcij.
(a) fz) = (22° +3)*(1—2?)%;  (b) fla)=(1+a) ' +(1—2)
(c) f(z) =2z —1; (d) f(z) = 2*V2 +x;
(e) flz) = ¥/ (2* +1)% (£) fla) = /1553
(8) f(x) = By () f(z) = \/ 5555
(i) f(z) = 5cos Tx; () f(z) = cos* z;
(k) f(z) = 3sin? 2z 1) f(z)=2*Inz
(m) f(x) =152 (n) f(z) = In(1 - 2z)
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6. Za naslednje funkcije poiscite intervale naras¢anja in padanja:

(@) flw)=e"—2—1;  (b) f(z) =2° - 3a;

(c) flz) =22 — 1; (d) f(z) =2 — 2z + 322 — 23,
(e) f(x) =2x —sinux; (f) f(z) = 2ze™";

(&) fla) = =54 (h) f(z) = 2

(i) @) = ey

7. Izrafunajte stacionarne tocke funkcije

T 2
(a) f@) = /G5t
T 2
(b) f(2) = \/ 5o
(¢) f(x) =32 — 5023 + 135z + 45,
(d) f(x) =325 — 2523 + 60z + 2,

8. Poiscite in klasificirajte stacionarne tocke funkcij

(a) f(@) =" +a+1; (b) f() = =52

(c) fl) = (@’ +2® —z=5)e”;  (d) f(2) = 57

(e) fla) = HERE; (£) f(z) =12,

(g) f(z) = 1a® — 2® — 32+ 2, (h) f(x) = 22* — 3222 — 10,
(i) f(z) = %ﬁ, () f(z) = xze3"

(a) f(z) =In(a® +1), (b) f(z) = 1%,

(c) flx)=x++V3—=x. (d) f(z) = ze 2T,
() fla) = —a® +92% — 152 +3,  (f) fla) = £22242,
(&) f(2) = #53, (h) f(2) = 375,
(i) f(z) = /32t — 22+ 1. () flz) = /25t
(k) f(=) e 2 (1) f(z) = x2%e®

(a) 0% (b) v/0,999;
(¢) sin 30, 5°; (d) (1,01)10;
Ee; In(2,6); (f) sin(0, 02);

11. S pomodjo diferenciala ocenite vrednost podane funkcije v tocki 0, 1.

(a) f(z) = TH2+2,

r—1
(b) f(fL‘) — 2m272x+1_

z—1

12. Kaksna valjasta konzerva ima pri dani prostornini najmanj$o povrsino?

. .. 1
13. Dana je funkcija f(z) = e

(a) Dolocite lokalne ekstreme.
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(b) Zapisite intervale konkavnosti in konveksnosti.
14. Poigcite ekstreme in prevoje funkcij

(a) f(z) = (2* + 42 +5)e™™,

(b) f(z) = (22 +1)e" ",
15. Dana je funkcija y = ?(20 4+ 1) — 1.

(a) Poistite ekstreme funkcije.

(b) Zapisite interval, na katerem je funkcija konveksna.
16. Dana je funkcija y = 223 — 22 4 1.

(a) Pois¢ite ekstreme funkcije.

(b) Zapisite interval, na katerem je funkcija konkavna.
17. Dolo¢ite prevoje za f(x) ter intervale, kjer je konkaven (konveksen) graf funkcije f(x):

(a) (z+3)'1+ 11z + 6;
(b) 22+ 271

) Sl

)

(¢

(d ?

x(lnx)*.

1

0]

. Naj bo f(z) = #(3z" 4 423 — 122?) dana funkcija.

(a) Zapisite definicijsko obmodje funkcije.

(b)

()

(d)
)

(e) Skicirajte graf funkcije f.

Izra¢unajte ni¢le funkcije.
Izra¢unajte ekstreme funkcije f.

Zapifite intervale naracanja in padanja.

19. Naj bo f(z) = sin? x + sin 2 dana funkcija.
(a) Zapigite definicijsko obmodcje funkcije.
(b

) Izradunajte nicle funkcije.
(¢) Izracunajte ekstreme funkcije f.
)

(d) Skicirajte graf funkcije f.

20. Naj bo f(z) = Tim dana funkcija.

a) Zapigite definicijsko obmodje funkcije.

(a)

(b) Izracunajte nicle in pole funkcije.

(¢) IzraCunajte ekstreme funkcije f.

(d) Zapisite intervale naras¢anja in padanja.
)

(e) Skicirajte graf funkcije f.

. _ (22—3)? ..
21. Naj bo f(z) = 273,43 dana funkcija.

(a) Izrac¢unajte nicle, pole in presecisée z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
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(b) Poiscite asimptoto funkcije f.

)
(¢) Izratunajte ekstreme funkcije f.
(d)

)

d
(e) Skicirajte graf funkcije f.

Zapisite intervale nara§Canja in padanja.

22. Naj bo f(z) = 2?41 dana funkcija.

22223

(a) Izracunajte nicle, pole in prese¢isée z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
(b)

()

(d)

)

(e) Skicirajte graf funkcije f.

Poiscite asimptoto funkcije f.
Izra¢unajte ekstreme funkcije f.

Zapifite intervale naracanja in padanja.

23. Naj bo f(x) = > dana funkcija.

a) Zapisite definicijsko obmodje funkcije.

(
(b) Izracunajte ni¢le in pole funkcije.

c¢) Izratunajte ekstreme funkcije f.

)
()
(d)

)

(e) Skicirajte graf funkcije f.

Zapifite intervale naragcanja in padanja.

24. Naj bo f(z) = i$2+3 dana funkcija.

23z

vy

(a) Izracunajte nicle, pole in preseisée z ordinatno osjo, ¢e obstajajo.
(b)

()
(d)
(e) Skicirajte graf funkcije f.

Poiscite asimptoto funkcije f.
Izracunajte ekstreme funkcije f.

Zapisite intervale nara§Canja in padanja.

25. Naj bo f(x) = ze3**! dana funkcija.

(a) Zapisite definicijsko obmod&je funkcije.
(b)

()
(d)
(e) Skicirajte graf funkcije f.

Izra¢unajte nicle.
Poiscite asimptote.

Izra¢unajte ekstreme funkcije f.

26. Naj bo f(x) = (1 — 22)e™* dana funkcija.

(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije.

Izra¢unajte nicle.

Izra¢unajte lokalne ekstreme funkcije f.

ZapiSite intervale nara$canja in padanja.

ZapiSite intervale konveksnosti in konkavnosti.

Preverite obnasanje funkcije na mejah definicijskega obmodja.

Narigite graf funkcije f.
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27. Naj bo f(x) = 2~ e dana funkcija.

(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije.

(b)

()

(d)
)

(e) Narigite graf funkcije f.

Izra¢unajte nicle.
Poiscite asimptote.

Izra¢unajte lokalne ekstreme funkcije f.

28. Naj bo f(x) = z3e* dana funkcija.

a) Dolotite definicijsko obmodje funkcije.
Izra¢unajte nicle.
Izra¢unajte lokalne ekstreme funkcije f.

)
)
d) ZapiSite intervale naras¢anja in padanja.
)
)

Narisite graf funkcije f.

(a) Dolocite definicijsko obmodje funkcije.
Izra¢unajte nicle.
Izra¢unajte lokalne ekstreme funkcije f.

)
)
d) ZapiSite intervale naras¢anja in padanja.
)
)

Narisite graf funkcije f.

30. Naj bo f(z) = % dana funkcija.

a) Dolocite definicijsko obmod¢je funkcije.

(a)
(b) Izracunajte pole in nicle.
¢) Dolocite asimptoto funkcije.
)
)

d
(e) Narigite graf funkcije f.

(
(

Izra¢unajte lokalne ekstreme funkcije f.

31. Izracunajte limito

(a) li o
(b) hmx~>0 —2 ;
(C) hmx%O( - sirllx)a
(d) limg_o0 x™e™%;
) 2yx—2

x
(e hmx%l 202 —r— 15

ZapiSite intervale konveksnosti in konkavnosti.

ZapiSite intervale konveksnosti in konkavnosti.
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1 (a) fi(z) = (2® + 322 = 5) = (%) + 3(2?)' — (5) = 32® + & - 22 — 0 = 322 +
(b) fy(a) = (27) = Ja77 = =
(©) fi) =3 + o
(d) fi(x) = —4sinz — 3e® + 1;
(@) fi(x) = -1
(f) fe(x) =5
(8) fr(z) =22+
(h) fi(z) = 5.
2. (a) f'(=) : (Q(C;rji;?xl = (z+11)2§
b) (@) = g
(c) f(w) = -2 o),
(@) F(e) = Bt
(©) F/@) =1 VE+ 5 = IV
(f) f'(z) = e*(cosx — sinz);
(g) f'(x) = 2w arcsinx + fijlQ;
(h) f'(x) = (2x + 1)e®sinz + (2z — 1)e” cos z;
0) f(z) = £
() f’(x) _ (3z°—1)e” sin:p—e(Q:fS—if;;UQ)ew(sin:B-I—Cosm).

3. (a) Uporabimo pravilo za odvajanje posredne funkcije. Definiramo v = 1+22, potem je y = \/u
1

in y'(z) = o' (w@)v'(z) = ;775 27 = A=z
®) fl(x) = (z+ 13 -3)2) =3+ 1D%*(xz+ 1) (z - 32+ (z + 1)32(x — 3)(x — 3) =
3x+1)2(x—3)2+(z+1)32(x—3) = (x+1)%(x—3)(3z—9+22+2) = (z+1)*(z—3) (52— T7);

(© f10) = (Va2 + 1) = g (2 4 ) = g - 20 = s

(@) f'@) = (@ +1)72) = =@ + 1)@ 1) = =5+ 1) 2=

() 1'(2) = s

(f) f'(x) = (2> +1)°) =5+ 1)* - (2? + 1) = 5(2® + 1)* - 20 = 102(2? + 1);
@) f(z) = 1vIFa2—ol(1+22) 222 _ \}%725”;2 _ L
(V1+a?)? Ttz Ve
) f'(x) = 5 (1) = £ etoiEon 2
() f(z) = =
) o) = el
) 1) = i
V) f(2) = =555
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(m) f'(z) = 12ze™;
(n) f'(z) =2e*7Y
(0) F/(x) = (3 + 1)e¥+2
(p) f'(z) = 3cos(3z — 3);
(@) f'(z) =2zxIn(z®+22+1)+ $+21;
(r) f(z) = —da(2®+1)7°
(s) f'(z) = 2(222% + 3z)(4x + 3);
(t) f'(2) =4(2® — 2)*(32% - 1);
4. (a) f'(x) = —10x(22° + 3)(1 — 22)?(222 + 1);
(b) f'(z) =4a(l —2)"*(1 - 2)%
(©) f'(@) = g
(@) (o) = s,
(e) f'(w) = 52
() 1) =~
(8) J'(x) = 2t
9 10~ e
(i) f'(z) = —35sin7z;
(G) f'(z) = —4cos® wsinx;
(k) f'(z) = 12sin2x cos2z = 6sindx
1) f(z) =22(3Inz + 1);
() /() = 2>(1 — )
(n) f(z) = 527;
5. (a) fi(x) =423 + 10z, f(z) = 1222 +10, f}"(x) = 24z, f{"(2) = 24, 17 (2) = 0;
(b) fi(x) =cosz, fi(x) = —sinz, f)'(x) = — cosz, f2(4)(x) =sginz, 2( )(x) = COoS T;
(c) f§5)(aﬁ) —32 sm(2x+3)
(@) ;7 () = 242"
(&) £ (2) = —120(9: +1)7°
6. (a) Izracunamo prvi odvod funkcije: f/(x) = e* —1. Ce je 2 > 0, je €* > 1 in zato f'(z) > 0

na (0,00) in tam torej funkcija naras¢a. Izven tega intervala, torej na (—oo,0) pa funkcija
pada.

(b) Prvi odvod funkcije: f/(x) = 322 — 3. Narigemo graf te funkcije in iz slike odéitamo, kje so
funkcijske vrednosti pozitivne in kje negativne. Druga moznost: 3z% — 3 = 3(2? — 1). Ce
je 2 > 1, je f'(x) > 0 in funkcija f naraica. Za 2% < 1 pa je f'(z) < 0 in f pada. Torej
funkcija narasca na (—oo, —1) U (1,00) in pada na (—1,1).

(c¢) Funkcija pada na (—oo,0) in narasca na (0, c0);
(d) Funkcija pada na (—oo,1 — g) U+ g, o0) in narasfa na (1 — @, 1+

(e) Povsod narasca.

(%

);
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Naras¢a na (—o0,1) in pada na (1, 00);
Funkcija pada na (0, 00) in naras¢a na (—oo,0);
Funkcija pada na (0,00) in naras¢a na (—oo,0);

Funkcija pada na (—1,1) in naras¢a na (—oo, —1) U (1, 00).

/ — 722 —424+20
. . .. 2 22 _3242)2 . . .
Izracunamo prvi odvod funkcije: ( (5‘32+2) 1)) = = 8042)°  GQtacionarne tocke so nicle
(z—2)(z— o[ @22
(z—2)(z—1)
prvega odvoda, zato moramo refiti ena¢ho —72% — 4x + 20 = 0, torej ¥y = —2 in x = 1—70,
ampak % ni element definicijskega obmodja, zato je stacionarna tocka samo x1 = —2.

= -1,

Izra¢unamo nicle prvega odvoda funkcije: f(z) = 15z — 15022 +135 =0 = 2* — 1022 +9 =
(22 —1)(2%2 - 9) = (x — 1)(z + 1)(x — 3)(z + 3) = 0. Resitve te enacbe in zato stacionarne
tocke so x1 = 1,20 = —1,23 = 3,24 = —3.

T = 1,1‘2 = —1,:63:2,.%‘4 = —2.

N

Izracunamo prvi odvod funkcije in ga enacimo z 0: f'(z) = 22 4+1 =0=> 2 = —
Izra¢unamo 8e drugi odvod f”(x) =2 > 0 zato pri z = —% funkcija zavzame minimum.
2z—1)(z+2)— (22 —x—2)-1 _ 244z

(z+2)? T (@2
prvega odvoda, torej 22 4+ 4z = 0 in dobimo x; = 0 in xy = —4. Ce funkcija v teh toc¢kah
zavzame minimum ali maksimum tokrat dolo¢imo brez uporabe drugega odvoda, preverimo
naraiCanje in padanje funkcije. Izrac¢unajmo f'(—5) = 8 > 0in f/(—1) = =3 < 0, funkcija
torej levo od stacionarne tocke xo = —4 narasca, desno od nje pa pada, pri xo = —4 je
torej dosezen maksimum. Podobno izra¢unajmo fe f/(1) = 2 > 0, funkcija torej levo od
stacionarne tocke z1 = 0 pada (saj je f'(—1) = —3 < 0) in desno od nje naras¢a, pri 1 =0
torej funkcija zavzame minimum.

Izra¢unamo prvi odvod f/(x) = Stacionarne tocke so nicle

pri z; = 1,22 = —3 je minimum in pri z3 = —2 je maksimum;
pri x =1 je prevoj;

pri x =1 je maksimum.

pri x = e je maksimum.

Izra¢unamo prvi odvod funkcije in njegove nicle: f/'(z) = 2? —2r -3 = (z —3)(z +1) =0,
dobimo torej #; = 3 in @3 = —1. Ce izratunamo drugi odvod funkcije f”(z) = 2z — 2
in vstavimo toc¢ki, dobimo f”(3) =4 > 0, v tej tocki je torej dosezen lokalni minimum in
f"(=1) = =4 < 0 v tej pa lokalni maksimum.

Lokalni minimum v z = —/8 in = = /8, lokalni maksimum v = 0.

Lokalni maksimum v 2 = 0.

Lokalni maksimum v x = %

Izra¢unamo nicle prvega odvoda: f'(z) = a:22f-1 = 0 in dobimo resitev 2 = 0. Izracunamo
Se drugi odvod funkcije f: f"(x) = —20°42  ystavimo 17(0) =2 >0, v tocki = 0 je torej

(I2+1)2 b
doseZzen minimum. Izra¢unajmo e ordinato: f(0) =In1l = 0. Tocka T'(0,0) je torej lokalni
minimum funkcije.

T(e,e) je lokalni minimum funkcije.
T(4, B) je lokalni maksimum funkcije.

T(3,+) je lokalni maksimum funkcije.
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T1(1,—4) je lokalni minimum funkcije, T5(5,28) je lokalni maksimum funkcije.
T1(0, —2) je lokalni maksimum, 75(2,2) je lokalni minimum funkcije.

)
)
) V totkah 1 = —3, 22 = 0 in x3 = 3 ima funkcija prevoje.
h) Tl(\/g7 3v/3) je lokalni minimum, Tg(—\/g, —3/3) je lokalni maksimum.
) Th(0, ‘[) je lokalni maksimum, T5(1, 0) je lokalni minimum in T3(—1, 0) je lokalni minimum.
) T(-3, ‘[) je lokalni maksimum.
)
)

T(-5, 3‘[) je lokalni maksimum.
T1(0,0) je lokalni minimum in T(—2,4e~2) je lokalni maksimum.
10. Uporabimo formulo f(z + dz) ~ f(z) + f'(z)dx

(a) V tem primeru imamo funkcijo f(z) = e*,x = 0,dx = 0,01; Vstavimo v formulo in dobimo:

99 ~1+4+1.0,01=1,01.

(b) Vzamemo f(z) = 2,z = 1,dz = —0,001; Torej /0,999 ~ 1 + 3(—0,001) = 0,9995.

(c) Vsta\\/ifmo f(z) = sinz,z = 30° = §,dr = 0,5° = %1@—0 = 359 Tako je sin30,5° ~
1 3 ~
5+ 5 360 ~ 0,5076.
(1,01)!° =~ 1,1;
In(2,6) ~
sin(0,02) =~ 0,02;
O~ 1,1,

(
11. (a) £(0,1) = —2,4;
(b) f(0,1) = —0,9.

12. Prostornino konzerve oznacimo z V. Dolo¢iti moramo torej polmer r in viSino h tako, da bo
povrsina P = 27r? + 27rh minimalna. Ker je volumen fiksen V' = 7r2h, lahko izrazimo h z 7:
h = - in tako doblmo P =2nr? 4+ 1nr- Y5 = 2(7r? + Vr~1). Poiskati moramo torej minimum
funkcge f(r) = 7r?2 + Vr~'. Odvajamo in enagimo z 0, dobimo: f/(r) = 27r — Vr=2 = 0 in
od tod resitev enacbe: r = {’/g Ni tezko opaziti, da za r; < r velja f'(r1) < 0, za r1 > r pa
f'(r1) > 0, zato je v dobljeni tocki res minimum.

Izrac¢unajmo Se visino: h = -V __ - 3/ &V _ 9.
7/ (5%)2 T

Da ima konzerva minimalno povr§ino, mora torej veljati h = 2r, takSna konzerva ima obliko
enakostrani¢nega valja.

13. Tzrac¢unamo prvi in drugi odvod funkcije: f'(z) = ($2+1 2, [(x) = %
(a) Lokalne ekstreme iS¢emo med nic¢lami prvega odvoda: z = 0 je edina reSitev. Ker je

f7(0) = =2 < 0 je v tocki z = 0 lokalni maksimum funkcije (tocka 7°(0,1)).

(b) Prevoje iS¢emo med ni¢lami drugega odvoda, torej 322 — 1 = 0, dobimo 2 prevoja: 1

1

7
in xo = —%. Za |z| > % je f"(x) > 0 zato je funkcija konveksna na (—oo, —%)U( 00).

Za |x| < % pa je f”(z) < 0 in funkcija zato konkavna na (—%, %)
14. (a) Najprej izra¢unamo stacionarne tocke tako, da prvi odvod funkcije ena¢imo z 0:

flx) =2z +4)e®+ (22 +4z +5)e *(—1) = —e*(2%+22+1) = e Z(z+1)2=0
=z = -1, f(—1) =2e = T(—1,2e) je stacionarna tocka.
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15.

16.

17.

18.

19.

Izra¢unamo Se drugi odvod funkcije

fl@)=—e(-1)(z+1)? —e 20z +1) =e @+ 1)(x—1) = f'(-1) =0

Ker je tudi drugi odvod funkcije v stacionarni tocki enak 0, izra¢unamo tretji odvod:
f"(x) = —e *(2? — 22 — 1) = f"(-1) = —2e # 0, zato ima funkcija v tocki T'(—1, 2¢)
prevoj.

Preverimo, ¢e ima funkcija Se kak prevoj: f”(z) = e *(x + 1)(x — 1) = 0, dobimo torej Se
drugi prevoj (z2 = 1) in sicer v tocki Ty(1,10e™1).

b) Ti(1,2e™1) in T5(3,10e3) sta prevoja.
( prevoj

OJM—\

(a) Izratunamo nicle prvega odvoda: f'(z) = 622 + 2z = 0, dobimo 71 = 0,22 =
Izra¢unamo drugi odvod funkcije: f”(z) = 12z + 2 in vstavimo
f7(0)=2>0= T1(0,-1) je lokalni minimum,

(=3 =-2<0= Th(—%,—%) je lokalni maksimum.

(b) Funkcija je konveksna natanko tedaj, ko velja f”(x) > 0. Torej 122 +2 > 0 oz. = > —é.

Funkcija je torej konveksna na intervalu (—%, 00).

a) T1(0,1) je lokalni maksimum, Tg(%, g—g) je lokalni minimum.

(
(

b) (=00, 5).

(a) Prevoj v tocki z = —3, funkcija je konkavna na (—oo, —3) in konveksna na (—3, 00).

(b) Prevoj v totki z = —1, funkcija je konkavna na (—1,0) in konveksna na (—oo, —1) U (0, 00).
(¢) Prevoj v tocki z = —1, funkcija je konkavna na (—oo, —%) in konveksna na (— }1, 2)U(2,00).
d) Prevoj v tocki x = e 1 , funkcija je konkavna na (0,e~!) in konveksna na (e~ 00).

)
)
)
)
)
(d)
(a) Funkcija je polinom, zato je definirana povsod, torej Dy = R.
(b) Ni¢le dobimo iz enatbe: x?(3z% + 4z — 12) = 0, tako je 12 = 0 dvojna ni¢la in dobimo ge

—2+2/10
—3 -

dve nicli: x34 =
(¢c) Ekstreme dobimo iz prvega odvoda funkcije: f'(z) = §(1223+1222—242) = 2z(2’+2-2) =

2z(z + 2)(z — 1). Nicle prvega odvoda so torej x; = —2,29 = 0 in z3 = 1. Preverimo
predznak prvega odvoda ali izra¢cunamo drugi odvod in ugotovimo, da sta tocki 77 (—2, —%)

in T3(1, —32) lokalna minimuma, totka T5(0,0) pa lokalni maksimum funkcije.
(d) Funkcija naras¢a na (—2,0) U (1,00) in pada na (—oo, —2) U (0,1).

A /

Y

(a) Definicijsko obmodje je cela realna os.
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(b) Nicle: sinz(sinx + 1) = 0, torej nicle z1 so oblike km za k € Z in x5 so oblike 3F + 2k,
k € Z. Ker je funkcija periodi¢na s periodo 27 jo je dovolj narisati na nekem intervalu
dolzine 27. Narisali jo bomo na intervalu [0, 27]. Tam so torej ni¢le: 0,7, 37, 27.

) 9
(c) Ekstremi: Odvod se glasi f'(z) = 2sinz cosz+cosx = cosz(2sinxz+1). Nicle dobimo torej
iz enacb: cosz = 0 in sinx = —%. Ekstremi funkcije so torej pri x = § +km, v = —§ + 2k,
inz = %” + 2k7 oz. na intervalu [0, 27]: 7, %’r, 37”, HT”. Ekstremne tocke funkcije na [0, 27]
so (%,2) in (2f,0) maksimumi in (7%, —1) in (1%, —1) minimumi.

A

2+

|
|<
~l
T
~l
N
o3
Z
5

20. (a) Definicijsko obmocje funkcije: 14+ x >0 = = > —1, torej Dy = (—1,00).
(b) Nicle: 22 =0= 212 =0,
polii 1+z=0=2=—-1.
i8¢emo

(c) Estremi funkcije f: Kandidati za ekstreme so nicle prvega odvoda: f/(z) = %,

torej x, da bo z(3z +4) = 0. Dobimo z1 =0 in z9 = —% ¢ Dy. Edina stacionarna tocka je

torej 7°(0,0). Ker je to tudi nicla sode stopnje, bo zagotovo ekstrem, kateri ekstrem (min,
(3+4)

T3 0, funkcija torej v x = 1

max) lahko preverimo na ve¢ nacinov. Npr. f'(1) =
narasta, v 7(0,0) je torej minimum.

(d) Funkcija pada na (—1,0) in naras¢a na (0, c0).

A

\|

21. (a) Nidla: x = %, poli: 1 = 1,29 = 2, presedisce z ordinatno osjo: Tp(0, %)
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(b) Asimptota funkcije f: y = 4.
c

)
()
(d) Funkcija naradta na (—oo,1) U (1,3) in pada na (3,2) U (2, c0).
(e) Graf funkcije f:

Ekstremi funkcije f: E(%,O) je maksimum.

; -
-1 L/
22. (a) Nicel ni, poli: 1 = —1, 29 = 3, presecise z ordinatno osjo Tp(0, —%)

(a)
(b) Asimptota funkcije: y = 1.

(c) Ekstremi funkcije: T1(—2 — /5, @) je minimum, To(—2 + /5, #) je maksimum.
(d) Intervala naras¢anja: (—oo, —1) U (=1, -2+ +/5) in padanja: (=2 +/5,3) U (3,00).

(e) Graf funkcije f:

<

a) Definicijsko obmocje funkcije: (0,1) U (1, 00)
b

23. (a)
(b)

(¢) Ekstremi funkcije: E(e,e) je minimum.
)
)

Ni¢la x = 0, pol: = = 1.

d) Funkcija narasca na (e,00) in pada na (0,1) U (1,e)).

(
24. (a) Niéel ni, poli: z1 = 0,29 = 3, presecis¢e z ordinatno osjo ne obstaja.



ODVOD FUNKCIJIE

o4

<

(b) Asimptota funkcije: y = 2.
(c) Ekstremi funkcije: Tl(_l?ﬁ, 2*/3_2) je minimum, TQ(_1+\/7, %) je maksimum.
(d) Intervala narascanja: (—oo,0) U (0, q%ﬁ) in padanja: (q%ﬁ, 3) U (3,00).
(e) Graf funkcije f:

y

l,

e -
25. (a) Definicijsko obmodje funkcije: R.

(b) Ni¢la: z = 0.

)
)

(c) Asimptota: y = 0.

(d) Estremi: T(—%,—%) je lokalni minimum funkcije.
)

(e) Graf funkcije f:
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26. (a) Definicijsko obmodéje funkcije: R.
(b) Nicli: 1 = 1,29 = —1.
(c) Estremi: pri 27 = 1+ v/2 je lokalni minimum 2., ~ —0,43, pri 2 = 1 — /2 je lokalni
maksimum 2,4 =~ 1, 25.
Funkcija naras¢a na (—oo,1 —v/2) U (14 v/2,00) in pada na (1 — /2,14 v/2).
Funkcija je konveksna na [2 —V3,2+ \/ﬂ in konkavna sicer.
lim, 00 f(2) =0 in limy—y o f(z) = —00
Graf funkcije f:

Definicijsko obmo¢je funkcije: R — {0}.

Nicel ni.

)
)
c) Asimptote: Navpi¢na asimptota x = 0, limy—_ oo f(2) = 0 in lim, o f(2) = 00
) Estremi: T'(1,e) je lokalni minimum funkcije.

)

Graf funkcije f:
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28. (a) Definicijsko obmodéje funkcije: R.

(b) Nidla: z = 0.

(c) Estremi: T(—3,—§—§) je lokalni minimum, v 71 = -3 + V3,22 = -3 — /3 in 23 = 0 so0
prevoji funkcije.
) Funkcija pada na (—oo, —3) in naras¢a na (—3, 00).
e) Funkcija je konkavna na (—o0o, =3 —+/3)U(—3++/3,0) in konveksna na (—3 —+/3, —3+/3).
) limy oo f(z) = 00 in lim, o f(z) =0
) Graf funkcije f:

29. (a) Definicijsko obmod¢je funkcije: [—3, 00).

Nicla: = = 0.

Estremi: T'(—2, —2) je lokalni minimum.

Funkcija pada na (—oo, —2) in naras¢a na (—2,00).
Funkcija je konkavna na celem definicijskem obmodju.

Graf funkcije f:
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o7

A
1
] w " 1 >
-1
72,
30. (a) Definicijsko obmod¢je funkcije: R — {—2,2}.
(b) Nicle: x19 = 0,23 = 3, poli: 1 = 2,z93 = —2
(c) Asimptota: y = 1.
(d) Estremi: T'(0,0) je lokalni minimum funkcije.
(e) Graf funkcije f:
J A
/ |
/ |
”/ |
/ ‘\
/ ‘\ |
4 x |
. \ ,/"‘
- /1// S
{
|
|

31. Najprej preverimo, s kak&nim tipom nedoloc¢enosti imamo opravka, in potem, ¢e smemo, upora-

bimo L’Hospitalovo pravilo: limg_,,, % = limg_g, %

a

: cosw .
= limg 0 1 — 1;

(a) 1i
(b) 1 im0 1 o257 = limg 0 21_5 = lim,_,0 %5 22 _ )
(c) 0;
(d) 0;
(e) 1;

)
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ot W

8.1

8 TAYLORJEVA FORMULA

. Dano funkcijo aproksimirajte (razvijte v Taylorjevo vrsto) v okolici tocke z = a s polinomom

tretje stopnje.

(a) flz)=V1+z,a=

) )=+t ao

(c) flz) =74 LU, =2T;

(d) f(z) = =1

(e) f(x) = lna: azl;
Izrazite funkcijo f(z) = —2 + 2 — 22 + 323 kot polinom izraza (z — 2).

Izrazite funkcijo y = 8 — 42 — 222 + 3 kot polinom izraza (x + 2).
Razvijte funkcijo f(z) = cosx v Tayloryevo vrsto okoli x = 0 do 4. ¢lena.

S pomodjo razvoja v binomsko vrsto izrac¢unajte v/34 na 5 decimalnih mest natan¢no.

Resitve

. Taylorjeva vrsta funkcije f(z) v okolici tocke a se glasi:

f(@) = fla) + f/(a)(z —a) + L0 (2 — a)? + L0 (2 —a)® 1 .

(a) Izracunamo prve tri odvode funkcije f(z) in njihove vrednosti v tocki a = 0

f'(@) = 54 (0 )— ;
(@) = —§(142) 5 f10) = 1,
() =31 +2)"z2, f7(0) = 3,

Zdaj lahko zapisemo prve 3 Clene Taylorjeve vrste:
VItaml+ge— g g2°+3-52° =1+ 50— fg2° + 52’

b) VItaom~l+2 -2 452,
~ z—27 z—27)2 z—27)3
() \/‘% 3+ 272 (2187) + E’>51441)’
()
)

C

d) 23 ~14+3(z—1)+3(x—1)%+ (z — 1)%
1) 4 @20 a1

(e) zlnzx ~ (x — 5 T

. Gre za razvoj funkcije f(z) v okolici tocke x = 2. y =20 + 33(z — 2) + 17(x — 2)? + 3(z — 2)3.

cy=16(z +2) — 8(x +2)2 + (z + 2)3.

2 4 6
cosle—z—!Jr%—%!Jr....

DTH

. Zapigimo koren drugafe: /34 = /32 +2 = {/32(1 + 16 = 2¢/1+ 16 )5. Izraz

[y

(1+ 116)é razvijmo v binomsko vrsto, kjer je x = 1—6 =7

Binomska vrsta se glasi (1+ )" =1+ ())z + (5)2* + (5)2 + (})2* + ..., kjer je
(]:) _ r(r—l)(r—i)'...(r—k-i-l).

Izrat bi kkﬁ' S primer: (3) — 1 (3) = —2 (3) — _6_; N
zracunamo inomske koeficiente za na$ primer: (1) £, (2) = -, (5’) = -5 in vstavimo:
(1+ 16) ~ 1+ 5 16 225 (16) + 125 (16) = 1,012199.

Regitev je torej v/34 = 2(1 + 16) ~ 2,024398
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NEDOLOCENI INTEGRAL

1. Izrac¢unajte naslednje nedolocene integrale:

(a) [ (23 + 2%)dx; (b) [ 4sinzdx;
(c) [ Virda: (@) [ Z5tdz:

X 127 xX
(o) [ WHT ey (1) [ gritade

2. Poiscite nedolo¢ene integrale

(

(

( ;
(g) J(2z~! + 4e¥)dux;
() (1 + gp)da;

(k) f 2m3+\/573§/3?dx;
(m)

m2+x+1
m f R e dx;

(b) [(22? — 3z + 5)dx;

(d) [2%(2 — x)3dz.

(f) [(23sinz — 32cosz)dx;
(h) f3"3dx

(S \/7

) [ it des

() f

sin® x cos? =
n

V1 + cos2zdzx.

3. Izracunajte nedolocene integrale z uvedbo nove spremenljivke.

[ sin bzdx;

dx

( (
( (
( (
( (
0 ] 7= (
(k) f(m—l—sm(l—x)+61*1+1_x)dx; (
( (
( (
( (
( (
( (

(a) mg%p (b) f ;fi‘;ile'
(c) J AR (d) f $22+§:c+3dx;
(©) [ s (1) | =
x 3
(g) [ 2 da (h) fmgx
ON md () [ = das
(k) [ (@1 )(a:+§>—)i_(12+21+2) da; W) [ o das
X 332
(m) [ xifd (n) 2x2—&-+13d
(O) 5x2fiz+ldx;

5. Izrafunajte naslednje integrale iracionalnih funkcij.

b) [(z +1)°da;

d) [V2z + 3dz;

f) fxe_x2dx;

h) [ £ da;

§) [ e dw;

D) [ i,f%‘_%da:

n) f 3$213_2’

p) [ zV1— 2?dx;

q) [sin(rx)dx;
1'2 X —

t) [ i e

v) [ e dr.
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dx dx
(a) [ \/%Ta (b) J W’
(c) f %x—J:Q’ d f 1+4z—4x?
(e) [ xv/2x + 3dx (f) =T

(a) [z coszdu; (b) [Inzdz;
(¢) [(3z + 2)e®dux; (d) [2%nzdz;
(e) [(z+ 1)sinzdz; (f) [ z cos2zdz;
(¢) [ 2 du; (1) [ + 1)evda
(i) [(2* 4 22 + 2) cos zdz; (j) [(2z + 1) Inxdx;
(k) [arctanzdz; () [ 2?sinzdz;
(m) [(2 — 2z + 3)e%du; (n) [(2% + 2z)e%du;
7. Izracunajte naslednje integrale.
(a) [azv/x —2dx; (b) f4xQSin(2x)dx;
6—x . 2z°—5x+1 .
©) | e do; (d) Wd:r,
(e) fﬁdw; (f) [ 2” Inzda;
(g) [(3x —4)e~"dx; ) [ e s
@ (x+1)%x2+1)dx’ ON} a?:?trl1dfjr4
(k) [ @) +2) dz; ON @D+ +3) dz;
(m) J x2($_1)(x2+4)d333 (n) f ILxda:;
(O) f 2$21-|—I—1dx; (p) f 1_1x_x2dx7
(@) [ S

9.1 Resitve:

1. (a) f(as3+a:2)da::f1:3da:—|—fx2d:p:%—l—’”—;—i—c;
(b) [4sinzdz =4 [sinazdr = 4(—cosz) + C = —4cosz + C,
3
(c) f\/fda::fx%dx:%—k(]:%x%_q_c;
(d) fzigldz:f(zQ—Z%)dz:fz2dz—fz_2dz: ?—%—I—C:?—I-z_l—FC;
1 3
(e) [ M;rij?dx = f(%—k% - xz%)daz = [(z! a7z —5x_g)d9§ =lnz+%4* -5L7 +C =
) 2 2
Inz + 222 + 13*01,‘7% + C;
in? 2 d d
(f) f sin? xlcoszscdx - Ssinfac—i_ccoosS2 ; dz = COS%:E + f singx’ = tanz — cotz + C.
(a) SaVz3 + ¢ (b) 223 — 322 + Bz + ¢
(c) EVal5 + ¢ (d) 823 — 321 + $a° — Laf + ¢
e) 2v/ad — 2 VB 4 83T 4 ¢ f) —23 cosx — 32sinx + ¢;
5 13 7
2. (g) 2ln|x| +4e” + ¢ (h) 253" +¢;
(i) 4+ arctanx + ¢; (j) 3arcsinz + ¢;
(k) x27%79%+c; (1) tanz — cot z + ¢;
(m) In|z| + arctan z + ¢; (n) v2sinz + c.

3. (a) Za novo spremenljivko izberimo t = 2% + 1, potem je dt = (2% + 1)'dx = 2zdw.
2 4
Tako je [(2%+1)32zdx = [3dt = % 10 = Il) + C;
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Nova spremenljivka ¢t = x + 1, potem je dt = (x 4+ 1)'dx = dz in zato
J@+1)5de = [Pdt =& +C =" 4 ¢,

Pigemo t = 5z, potem je dt = 5dx in zato dx = %. Potem je
[sinbzdr = [sint% = 1 [sintdt = (—cost) + C = —L cos 5z + C;

Za novo spremenljivko vzamemo ¢t = 2z + 3, potem je dt = 2dx in zato dx = %. Integral
torej zapiSemo

3
f\/Wda::f\/Z%:%ft%dt:%%+C:%t
Vzamemo t = sinx, potem je dt = cosx. in piSemo
[ sin®z coszdr = [t3dt = % +C = % + C;

Postavimo za novo spremenljivko ¢ = 22, potem je dt = 2zdz in
[re®de =1L [etdt = —le '+ O = —le*:”2 +C.

Izraz najprej preoblikujemo gﬁz = f +1 =3[ fd)% +7 in nato uvedemo novo spre-
. Vadt _ /2 _ V2 .
menljivko t = f’ dx = v/2dt. Tako doblmo 5 S 21 = 3 arctant 4 ¢ = 5% arctan % + ¢

Uvedemo novo spremenljivko t = z —2 = z = ¢ + 2 in dt = dz. Vstavimo [ %dm =
[Hdt = [dt+4 [ L =t+4ln|t|+c=(z—2)+4ln|z —2|+c=z+4ln|z — 2| + ¢
T2z 4+ 1 +¢, (t =22+ 1);

se% e, (t:—3x)'

-3/ Ttcos(l—z)—e™ —L1(1—2)2+c (t=1-2);
Nova spremenljivkat =2-3z=x2=1(2-t)indr = —%. Rezultat: %5(2—395)%—%(2—336)%
33z +2)12 + ¢, (t =3z +2);

1 arctan(\/gx)—kc;
612_1+C;

(22 — 1)V1 — 22 + ¢
écos T+ ¢

cos(mz) + ¢,
—2V1-2%+ec

In |23 + 42? — 22 + 17| + ¢;

W= D= %‘
(=)

—_

™

—In|cosz| + ¢;
In(1+¢€*) +¢;

1 1 _ A B
71 = oD@+ — a1 T+l
Odpravimo ulomke: 1 = A(z + 1) + B(x — 1), tako dobimo 1 = (A+ B)x + A— B
Enac¢imo koeficiente na levi in desni strani enakosti in dobimo 2 ena¢bi z dvema neznankama:

A+ B=0in A— B—lodtupakonstantlA EIDB——i

Ulomek lahko torej zapiSemo v obliki xQ_l = %(ﬁ — JC—H) torej tudi integral
g —1lfdr 1 xd—flzéln|x—1|—%ln|x+l|+0 11n|$+1]—|—0

Diskriminanta imenovalca je negativna, torej se izraz ne da razcepiti na produkt linearnih
¢lenov. Ampak Stevec je veckratnik odvoda imenovalca (4x +4 = 2(2z + 2)), zato uvedemo
novo spremenljivko t = 22 4+ 2x + 2 in potem je integral enak

2 [ x22f2+$2—&-2 =2In(2? 4 22 + 2) + C;
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(¢) Diskriminanta imenovalca je negativna. Glede na to, da je v $tevcu konstanta, zapisimo
imenovalec kot vsoto kvadratov
Ptrt+l=(z+3)2+3= (v + 1y2 4 (32
Nova spremenljivka: ¢t = x + dt dx in integral se glasi
d _ dt _ 2 _ 2041
f x2+§+1 - ft2+(§) \[f 2t 2+1 = \/garctanf +C = \/garctan ‘f[ + C,

(d) Diskriminanta je negativna. Odvod imenovalca je enak 2x + 3, zato tudi Stevec preobliku-
jemo na podobno obliko: z = $(2z + 3) — 2

/l'dx_1/2w+3(m_3/d$
22+3x+3 " 2) 22+43x+3 2) 2243243
3 dx
= 1n(a:2+3a:+3)—/
20 (w4 32+ (9
z+3
V3

+C

N = N

2
In(z? + 3z + 3) — V3 arctan

(e) Invx2 + 1+ ¢ (Uvedemo novo spremenljivko t = x2 + 1)

() %x2 —1In|z|+ ¢ (Stopnja polinoma v §tevcu je visja kot stopnja polinoma v imenovalcu, zato
delimo in dobimo [(z — 1)dz.)

(g) %xS - %:E2 + Tz — 27n |z + 4| + ¢, (Najprej kubiramo §tevec, potem pa delimo Stevec z
imenovalcem in dobimo [(2? — 2 47 — 25 )dx).

(h) 12?2 +3z+8In|z —2[ —In|z — 1| + ¢
(i) 2lnjz+2|—In|z+ 1|+ $In|z| + ¢
(j) 12® —z +arctan(z + 1) +¢;

09 doin oy +e

1) $lnjz—1—3injz+1|+¢

(m) éx?’—%x +z+njz+1|+¢

(n) 2z + arctanz + ¢;

(o) arctan(b5x — 2) + c.

5. (a) Preoblikujemo: [ \/4 2+1 =1/ \/ 2+ <x+ a2 %) +C;
b) Izraz pod korenom preoblikujemo: z2+z+1 = aH—l 2141 = (241243, Vpeljemo novo
1 2 4

spremenljivko t = m—i—%, dt = dz in potem je [ \/x2+x+1 = t‘;ﬁtﬁ =1In (t +4/t? + %) +C =
4
In(z + 1+ V22 + 2+ 1) + C;

(c) Preuredimo 2z — 22 = —(x — 1)2 4+ 1 in vpeljemo novo spremenljivko t = = — 1,dt = dz,

potem je integral enak
= arcsint + C = arcsin(x — 1) + C;

f \/2:)3 2 f \/1 t2
Preoblikujemo 1+ 4z — 422 = — (22 — 1)? + 2 in uvedemo t = 2x — 1, dt = 2dx, potem je

f\/m 2f\/ﬁ fo\/i 2arcs.lanrC’ 2arcsm(%ffl)Jr(j

358z — 9) /(22 + 3)1 + C, (uvedemo novo spremenljivko t = 2z + 3)
2vVr+1-2In(1++vz+1)+C,

Va2—1 z—1
(g) ¥5— —2arctan /55 + C.

xT

S

—_
= D
NN
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6. Upostevamo formulo [udv = uv — [ vdu.
(a) Postavimo u = x,dv = cos zdz. Torej je du = dx in v = sinz. Tako je
Jxcoszdr = zsinz — [sinzdr = rsinz + cosx + C;

(b) Postavimo u = Inz, dv = dz. Tako je du = 2dz in v = x.
flna:dx:xlnx—fx-%da:::zln:z—x—i—C;

(c) Postavimo u = 3z + 2, dv = e*dz. Tako je du = 3dx in v = €*.
J(Bx + 2)edx = (3z + 2)e” — [ 3e¥dr = (3z + 2)e” — 3e* + C = (3z — 1)e”

(d) Postavimo u = Inz,dv = 2%dx. Tako je du = 1dz in v = %.
[2Inzdr = %)ln:n— %-%dm: LplOlng — L2504+ C = 120Ing -
) sinx — (z + 1) cosz + C}
) %xsian—l—icosQw—%C’;
) A(z% - 1)e” + O
) 2z —1)e* + C
(i) (2% +2z)sinz + 2(x + 1) cosz + C;
) (2 +2)lnz— 12> —2+C;

)

)

)

)

(k) zarctanz — $1In(1 +2%) + C
(1) (1 —2?)cosz — 2xsinx + C;
(m) (22 — 322 + 42 +4)e” +C.
(n) z2e” + c.
7. (a) %(a:—Q)%—F%(a:—Q)%—FC;
(b) —2cos(2z) + sin(2z) + C,
(¢) ZInlz—3|— 1|2z + 5|+ C;
(d) 1n|x27x‘+x2—1+0'
() Y In(Va?+ 1+ 158) + LBl in(va? +1+ 155) + ¢;
(f) %5 (nla| - 55) + C;
(g) e *(1—3x)+C;
(h) In \/"%’—FC;
(i) $In|z+1| — TInz? + 1+ Jarctanz + C;
(j) arctanz + 3 In(1 +2?) + C;
(k) —m—ln|1+x|+ln].’r+2l—|—0
D) SIn|l+a2| -8z +2|+ Lnjz+3|+C;
(m) —farctan? + |z — 1| — fInjz| + fHna? + 4+ C;
(n) ln‘2\/m+2x+1‘+0;

(0) %111‘2\/4562—1—256—2—1—493—#1) + C;

(p) —arcsin 2\””[ Ly,

(@) Va2 +1+C;
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10 DOLOCENI INTEGRAL

1. Izracunajte dolocene integrale

3. Izracunajte plos¢ino odseka, ki ga omejujeta os = in parabola y = 22 — 5z + 4.

4. Tzratunajte plos¢ino lika, ki ga omejujejo abcisna os ter grafa funkcij f(x) = —2x + 7 ter g(z) =

V2x — 1.
5. Dolotite plogéino lika, omejenega s parabolo f(r) = 2% — 42 + 6 in premico g(z) = 2z + 1.
6. Dolocite plos¢ino med parabolama y = %xQ —liny= —%xQ + 2.

7. Izracunajte plos¢ine likov, ki jih omejujejo krivulje

b) y = 22(z + 3) ter abcisna os;

d) y = 23 — 3z in tangenta v tocki (—1,2);
f)y=2+2iny=2>—x—6;

Yy=x2 -2z +1iny=—a?+ 2z + 1;
y =tanz,r = 7 in x-0s;

2

a)y=—22+9iny=—x+9;
c)y=322+2r+2,y=0,r=—-linz=1;
)
)

D

y2+2x—1—01n:c—|—y+1—0

=

y=ainy = \/z;

o]

( (
( (
( (
( (
Hy=%2ny=a’+u §
(k)y=2 y =e*iny=e7% ( =1 — 2 in abcisna os;
( (
( (
( (
( (

m)y=-2?+4iny=—x+4, =—(x—-3)2+4iny=(z—3)%+2;

@te@@@
I

0) y=—(x —3)% +4 ter os ; 423, y = x? — 62 + 9 ter os x;
r)y = —:Umy—é ADY=pmy=0zr=0nz=23;
s) y = x(x — 1)? ter abcisna os; t) y =2 —22iny=—2°+ 3z%

U . . .1 2 2 . :
8. Izracunajte prostornino telesa, ki nastane, ¢e elipso &~ 4+ % = 1 zavrtimo okrog osi .
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9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.

19.
20.
21.
22.

10.1

1.

Izrac¢unajte prostornino telesa, ki nastane, ko lik, ki ga omejujejo naslednje krivulje zavrtimo za
360° okoli osi x.

(a) y = v/z,y = 2z — 6 in x-0s; (b)y=e"y= %:c—i—l,a:: 1 in x-os;
(c) y—x2—5x+61n x-08; (d)y=e*,y=1—z,2 = —1 in z-0s;
(e) y=1,y=4dz,2=4in x-os;

2

Izracunajte dolZzino loka krivulje y = %x — %lnx vmejah 1 <z < 2.

Izra¢unajte dolzino loka krivulje
(a) y = z/x na intervalu [0, 2];
(b) y = Inz na intervalu [1,2].
)Y vz

Izrac¢unajte povrsino ploskve, ki nastane z vrtenjem krivulje y = (3 — x okoli abcisne osi na

intervalu [0, 3].

Izracunajte prostornino rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ¢e lik med grafom funkcije y = 4/ x%rl,

osjo x ter premicama z = 0 in x = 4 zavrtimo za polni kot okoli osi z.

Izra¢unajte ploséino lika, ki je omejen z abcisno osjo, ordinatno osjo, premico x = 1 ter s krivuljo
Y=
Izracunajte ploscino lika, ki ga omejujeta krivulji, podani z enachbama y = 100 iny =101 —x.

Poiicite nicle, ekstreme in prevoje polinoma p(x) = 2* — 222. Izraéunajte tudi plos¢ino lika, ki
ga omejuje graf funkcije in abcisna os med nenegativnima niclama polinoma.

Izra¢unajte dolzino krivulje y = :z: — 3 lnx v mejah 1 <z < 2.

Izracunajte prostornimo rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje y = e® okoli osi z na
intervalu z € (—o0,0].

Izra¢unajte plod¢ino lika, ki ga omejujejo grafi funkcij y = 0,y = -2 +4iny =z + 2.

Izrac¢unajte plos¢ino obmodja, ki ga omejujejo krivulje y = sinz,y = -3,z =5 in x = 7.

VB

Izrac¢unajte ploi¢ino lika, ki ga omejujeta krivulji y = 2v/22% in y = /2.
Naj bo krivulja K podana parametri¢no x = e’ cost, y = efsint (0 <t < 7).
(a) Izrac¢unajte dolzino krivulje.
(b) Poiscite enacbo krivulje K v polarnih koordinatah.

(¢) Izratunajte plod¢ino obmodja omejenega s krivuljo K in abcisno osjo.

Resitve
2 23 2 3 3
(b) fog sinzdr = [—cosz|¢ = —(cos§ —cos0) =—(0—1) =

(©) [ Lder=[Inz]}°=1n10 —In1 = In10;

(d) Vpeljemo novo spremenljivko ¢t = 2x. Tako je dz = . Ce z tete od & do 7, tete t = 2x od
Z do Z:
3 2

f? cos 2zdx = fg cost% = 1 [sint];

3

= 30— %);

[SEINE]
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(e) sin® zdx lahko zapiSemo kot sin? z sin x in vpeljemo novo spremenljivko ¢ = cos z Potem je
dt = —sinzdx in upostevamo sin?z = 1 — cos?z = 1 — t2. Tako je
[ sin® zdz = [ (1 —2)(—dt) = — [{(1 — t*)dt =(zamenjamo meji) = fol(l —t2)dt =
-]

0

— 2.
3 -3

o=

(f) 55 (g) m2+%;  (h)68;

(i) In3; (3) 5n(3); (k) 0,4;

() 1,5 (m) §; (n) In 14,
(0) 136; (p) 5; (r) 2;

(a) =33 _ (s) 0; (t) 2 —2In2;
() 5 (v) & (w) 4;

(x) —1+v2,  (y) m (z) 1;

b
(a) floo x—lz;dx = limp_y00o flb %dl‘ = limp_y oo {#} ,
(b) 1,
(c) =.

—0+

N[
N[

vvvvv

in xg = 4.

Ker lezi odsek pod osjo = bo njegova ploséina enaka absolutni vrednosti integrala f14 f(x)dx
Racunamo:

4 3 2 4
9 €T €T 64 1 5
Chr4d)dr = | 5% 4 dx| = 404+ 16— (= — 24 4)=—4.5
/1(95 T+ 4)de [3 2+x]1 3 + (3-5+4 ’

Ploséina odseka je torej enaka 4,5 plos¢inskih enot.

Najprej dajmo vsaj priblizno narisati dane krivulje. Izracunajmo presecisce obeh krivulj, ki ga
dobimo iz enacthe —2x 4+ 7 = /2x — 1. Ko izraz kvadriramo in uredimo, dobimo izraz

42 — 30z + 50 = 0,
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ki nam da resitvi 1 =

2

in 9 = 5. Ker smo izraz kvadrirali, moramo Se preveriti, Ce sta resitvi

res pravilni in ugotovimo, da xo ne pride v posStev. Presecisce krivulj je torej P(%,2). Lik,
katerega plos¢ino ra¢unamo, bomo razdelili na dva dela, in sicer prvi lik pod grafom funkcije f
in drugi lik pod grafom funkcije g.

2

y
A

\/

|

[
INTRE I
I~

Iskana plo&¢ina je torej enaka:

5 T
ﬁg V2r — 1da + AQ(—2x + 7)da
2 2

Prvi integral izra¢unamo z Vpeljavo nove spremenljlvke t =2x — 1= dt =2dz, torej

[V2z —T1dz = [Vtidt =

J

1= oo

V2 —1dz = 3 [(vV2z —1)]
f5 —2z + 7)dr = [—x2—|—7x]

Lftadt =122+ C =42 +C= Ly —1p+C
1'23:8

3 3

MY

INIISENIEN]
I
—_

Iskana plos¢ina je enaka % +1= % plo&¢inskih enot.

5. Skicirajmo grafa obeh funkcij in izraCunamo presecisca krivulj.

y

A

Prese¢ii¢a dobimo iz enakosti 22 — 42 4+ 6 = 22 + 1, dobimo torej 1 = 1 in x5 = 5. Plo&¢ina lika
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je torej enaka

vz > 32
5:/ (0(2) — f(x))dz :/ (=22 + 6 — B)dw = 2.
x1 1 3
6. Presecis¢i med krivuljama dobimo iz enacbe % —1= —% + 2 in sicer 1 = —2v/2 in 9 = 2V/2.
Plo%¢ina je enaka:
2v/2 22 72
S:/ (= 42— " +1)dz = 8V2.
—2v2 8 4
Slika:
y
7. (a) Najprej izra¢unamo prese¢isci funkeij:
—224+9=—2+4+9 = 22 — 2 = 0 Dobimo regitvi z; = 0 in x5 = 1. NariSemo skico:

y

A

8L

W1
Y

Ploscino lika, ki ga oklepata grafa funkcij, izratunamo s pomod&jo dolocenega integrala

S:/Ol((—x2+9)—(—:r+9))dx:/01(—$2+x): [—i#ﬁﬂ:l.

o) S =14

(c) Plosc¢ina lika je enaka doloGenemu integralu
0 4 370
2
/ 8 + 322dx = [x+3.x] _

Ploscina je torej enaka % plosc¢inskih enot

(d) S =6;
(e) S=7;
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(f) =14

(8) S =36

(h) 8= 13

(i) §=3%;

G) S=%+m2-3n3;
k) S=Inv2;
(1) S=4In2-2.
(m) S=3

(n) S=¢;

(0) S=5;

(p) =%

(@ S=7%

(r) S=% —4In4
(s) S=1%In10
(t) S=2%.

Formula za izra¢un prostornine rotacijskega telesa se glasi V = ﬂf: f?(x)dx. Zapisimo najprej

o .- . . .. . . 2 2 2 .
enacbo za tisti del elipse, ki lezi nad abcisno osjo: % = 1 - % = y = (/1 — %, Torej je

(f(z)?=1-% in
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(©) V=
(d) V=m(3 — 32);
(e) V =22,

10. Dolzina krivulje se izrac¢una s pomoc&jo formule:

s = /b V1+ f?(x)de,

. . o . < : ' _ 1 1 12 _ 2?41
kjer a in b oznacCujeta meje parametra z. Izracunajmo f'(z) = 5z — .. Potem je f*(z) = 5=
Izra¢unati moramo torej integral

2.2 2 2
¢+ 1 1 dx 3 1
° /1 2z v 2(/1351‘ /135) 4 2n

11. (a) s= £ (Y4 /F —1);

_ 1y, (BoDWE-D)
(b) s=v5-v2+ 3 (VD) ((vV2+1)°

12. Rac¢unamo povrsino ploskve:

1—x

Povr§ino bomo izrac¢unali po formuli P = 27 ffy\/l + y2dz. Izracunajmo najprej y' = bV in

1+9y? = %. Izra¢unati moramo integral 27 f03(3 — z)(x + 1)dz = 37. Povrsina je enaka 37

ploséinskih enot.
13. V=mlInb

14. Ploscina lika je enaka dolo¢enemu integralu funkcije f(x) = Z na intervalu [0, 1]. Torej

1 1
/ ze Tdxy = —xe_z|(1) —I—/ e Tdr = —e 4+ [—e_fc)](l) —1-Z=
0 0

V prvi enakosti smo uporabili per partes in sicer z uvedbo u = x in dv = e~ *dx.
Ploscina lika je torej 1 — % plos¢inskih enot.
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15. § =4999,5 — 1001n 100 = 4534, 38.
16. Nicle: x12 =01in 234 = j:\/§, v = 0 je lokalni maksimum, v x = +1 sta lokalna maksimuma.
Prevoja sta vz = :i:%. S = %.

_ 3 1

18. V =12.
_ 37
19. § =37,
20. S=3T+1
_ 2
21. S =¥2.

22. (a) s =+2(e" —1)
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