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MNO�ICE 4

1 MNO�ICE

1. Dolo£ite x iz ena£b:

(a) log x = −2; (b) log8 x = 2;
(c) logx 32 = 5

3 ; (d) log x+ log 4 = 2;
(e) log(x+ 2) = 1; (f) log x = 3− log 8.

2. Poi²£ite vsa realna ²tevila x, za katera velja:

(a) |x| = 1 (b) |x+ 2| = 1
2x;

(c) |x+ 1| − |x+ 2| = 1; (d) x2 = |x|;
(e) |x− 1| = 2; (f) |x+ 2| = 1;
(g) |x| = x

3 + 1
3 ; (h) | − x

2 + 2| = 4;
(i) |x− 1|+ |x+ 1| = 2; (j)|x− 1

2 | =
x
3 + 1

3 ;
(k) |x+ 2| = 1

3x; (l) |x+ 1| − |x+ 2| = 0;
(m) |x|+ |x+ 1| = 1.

3. Re²ite neena£be

(a) |x| < 1; (b) |x− 3| − |x− 2| < 2;
(c) |x+2

x−1 | > 2; (d) |x− 3| < 1;
(e) |x+ 1

2 | ≤
3
2 ; (f) |x− 1| > 5;

(g) ||x− 1| − 1| < 1; (h) |x+ 1| − |x− 1| < 1;
(i) |x+1

x−2 | > 1; (j) | − x
2 + 2| ≥ 4;

(k) |(x− 1)(x+ 3)| ≤ 0;

4. Izra£unajte:

(a) (1 + 2i)(3− 4i), (b) (1 + i)4,
(c) (2i(3− i))2, (d) (

√
3 +
√
2i)(
√
3−
√
2i),

(e) (1 + 3i)2 − (1− i)2, (f) i33 − i37 + i40.

5. Naj bo z = 5 − 3i in w = −2 + 7i. Izra£unajte kompleksna ²tevila z + w, z − w, 2z − 3w in
3z − 2w.

6. Poi²£ite z, £e je

(a) z = (1− i)2(3 + 2i)i2009;

(b) z = 1+3i
2+i .

7. Izra£unajte |z|, £e je

(a) z = 4− 3i, (b) z = (12 + i
√
3
2 )5,

(c) z = i
i+1 , (d) z = 1− 2i,

(e) z = −2 + 7i, (f) z = −2i.

8. Poi²£ite polarni zapis kompleksnega ²tevila z.

(a) z = 1 + i;

(b) z = 1 +
√
3i;
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(c) 1− i.

9. Poi²£ite vse kompleksne re²itve ena£be:

(a) z2 + 1
2 − i

√
3
2 = 0;

(b) z4 = 1
2 + i

√
3
2 .

10. Dokaºi, da za vsako naravno ²tevilo n veljajo enakosti:

(a) 1
2 + 1

4 + 1
8 + ...+ 1

2n = 1− 2−n;

(b)
∑n

i=1(5− i) =
−n2+9n

2 ;

(c)
∑n

i=1(4 + i) = n2+9n
2 ;

(d)
∑n

i=1 i =
n(n+1)

2 ;

(e)
∑n

i=1 4i = 2n2 + 2n;

(f)
∑n

i=1 i(i+ 1) = 1
3n(n+ 1)(n+ 2);

(g)
∑n

i=1(2 + 3i) = 3n2+7n
2 .

1.1 Re²itve

1. (a) log x = −2, torej 10−2 = x;

(b) log8 x = 2, 82 = x, x = 64;

(c) logx 32 = 5
3 , x

5
3 = 32, x5 = 323, x = 8;

(d) log x+ log 4 = 2, log(4x) = 2, 102 = 4x, x = 25;

(e) log(x+ 2) = 1, 10 = x+ 2, x = 8;

(f) log x = 3− log 8, log(8x) = 3, 103 = 8x, x = 125;

2. Upo²tevamo de�nicijo absolutne vrednosti: |x| =

{
x ; x ≥ 0

−x ; x < 0

(a) Lo£imo moºnosti:

i. �e x ≥ 0, je |x| = x in dobimo ena£bo x = 1. Njena re²itev je x = 1, ki zado²£a tudi
pogoju, saj je 1 ≥ 0.

ii. �e x < 0, je |x| = −x in dobimo ena£bo −x = 1. Njena re²itev je x = −1, ki zado²£a
tudi pogoju, saj je −1 < 0.

Re²itev ena£be je torej x1 = 1 in x2 = −1.
(b) Za x+ 2 ≥ 0, oz. x ≥ −2, dobimo ena£bo x+ 2 = 1

2x, katere re²itev je x = −4. Ta re²itev
ne zado²£a pogoju x ≥ −2, zato to ni re²itev dane ena£be. Za x + 2 < 0, oz. x < −2,
dobimo ena£bo −x− 2 = 1

2x, katere re²itev je x = −4
3 . Ta re²itev tudi ne zado²£a pogoju,

ki je tokrat x < −2, zato tudi to ni re²itev dane ena£be. Ena£ba torej nima nobene realne
re²itve.

(c) V tem primeru moramo obravnavati 4 moºnosti:

i. x+1 ≥ 0 in hkrati x+2 ≥ 0, oz. x ≥ −1 in x ≥ −2, kar nam da skupni pogoj x ≥ −1.
Re²ujemo torej ena£bo x+ 1− (x+ 2) = 1. Ko poenostavimo ena£bo, dobimo −1 = 1,
kar je protislovje, zato iz tega primera ne dobimo nobene realne re²itve.

ii. x+ 1 ≥ 0 in hkrati x+ 2 < 0, oz. x ≥ −1 in x < −2, temu pogoju ne ustreza noben x,
zato tudi iz tega primera ne dobimo re²itve ena£be.
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iii. x + 1 < 0 in hkrati x + 2 ≥ 0, oz. x < −1 in x ≥ −2, kar nam da skupni pogoj
−2 ≤ x < −1. Re²ujemo ena£bo −(x+ 1)− (x+ 2) = 1 in dobimo re²itev x = −2, ki
zado²£a pogoju −2 ≤ x < −1, zato je x = −2 re²itev ena£be.

iv. x+1 < 0 in hkrati x+2 < 0, oz. x < −1 in x < −2, kar nam da skupni pogoj x < −2.
Re²ujemo ena£bo −(x + 1) − (−x − 2) = 1 od koder dobimo 1 = 1. To pomeni, da je
re²itev ena£be vsak x, ki zado²£a pogoju x < −2.

Mnoºica re²itev je torej (−∞,−2) ∪ {−2} = (−∞.− 2].

(d) x1 = 1, x2 = 0;

(e) x1 = 3, x2 = −1;
(f) x1 = −3, x2 = −1;
(g) x1 = 1

2 , x2 = −
1
4 ;

(h) x1 = −4, x2 = 12;

(i) x ∈ [−1, 1];
(j) x1 = 5

4 , x2 =
1
8 ;

(k) Nima re²itve.

(l) x = −3
2 ;

(m) x ∈ [−1, 0].

3. (a) Upo²tevamo de�nicijo absolutne vrednosti in lo£imo dve moºnosti:

i. �e x ≥ 0, je |x| = x in dobimo neena£bo x < 1. Mnoºica re²itev mora zado²£ati obema
ogojema, torej 0 ≤ x < 1.

ii. �e x < 0, je |x| = −x in dobimo ena£bo −x < 1 oz. x > −1. Ko zdruºimo oba pogoja,
dobimo −1 < x < 0.

Mnoºica re²itev neena£be je torej enaka (−1, 0) ∪ [0, 1) = (−1, 1).
(b) Obravnavamo 4 moºnosti:

i. x − 3 ≥ 0 in hkrati x − 2 ≥ 0, oz. x ≥ 3 in x ≥ 2, kar nam da skupni pogoj x ≥ 3.
Re²ujemo neena£bo x− 3− (x− 2) < 2. Ko poenostavimo ena£bo, dobimo −1 < 2, kar
je izpolnjeno za vsak x. �e upo²tevamo ²e prvi pogoj, so re²itve x iz intervala [3,∞).

ii. x ≥ 3 in x < 2, temu pogoju ne ustreza noben x, zato ne dobimo re²itve.
iii. x < 3 in x ≥ 2, kar nam da skupni pogoj 2 ≤ x < 3. Re²ujemo ena£bo −x+3−(x−2) <

2, poenostavimo in dobimo x > 3
2 , £e zdruºimo to s prej²njim pogojem dobimo interval

[2, 3).
iv. x < 3 in x < 2, kar nam da skupni pogoj x < 2. Re²ujemo ena£bo −x+3−(−x+2) < 2

od koder dobimo 1 < 2, kar velja vedno, zato je re²itev (−∞, 2).
Ko zdruºimo vse re²itve (intervale), ugotovimo, da re²i neena£bo vsak x ∈ R

(c) Upo²tevamo lastnosti absolutne vrednosti in neena£bo zapi²emo v obliki |x+2|
|x−1| > 2. Pomno-

ºimo z izrazom |x− 1|, ki je pozitivno ²tevilo, zato se neenakost ohrani. Dobimo neena£bo
|x+2| > 2|x−1|, ki jo re²ujemo podobno kot prej²nji nalogi. Dobimo rezultat x ∈ (0, 4)−{1}

(d) x ∈ (2, 4);

(e) x ∈ [−2, 1];
(f) x ∈ (−∞,−4) ∪ (6,∞);

(g) x ∈ (−1, 1) ∪ (1, 3);

(h) x ∈ (−∞, 12);
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(i) x ∈ (12 ,∞);

(j) x ∈ (−∞,−4] ∪ [12,∞);

(k) x1 = 1, x2 = −3.

4. (a) (1 + 2i)(3− 4i) = 1 · 3− 2 · 4 · i2 + 2 · 3i− 1 · 4i = 3− 8(−1) + 6i− 4i = 11 + 2i

(b) (1 + i)4 = ((1 + i)2)2 = (1 + 2i+ i2)2 = (2i)2 = 4i2 = −4
(c) (2i(3− i))2 = (6i− 2i2)2 = (2 + 6i)2 = 4 + 24i+ 36(−1) = −32 + 24i

(d) 5

(e) −8 + 8i

(f) −i

5. z + w = 3 + 4i, z − w = 7− 10i, 2z − 3w = 16− 27i in 3z − 2w = 19− 23i.

6. Konjugirana vrednost kompleksnega ²tevila z = a+ bi je z = a− bi.

(a) z = (1− i)2(3 + 2i)i2009 = (1− 2i− 1)(3 + 2i)i = (−2i)(3 + 2i)i = 6 + 4i. Upo²tevali smo,
da 2009 da pri deljenju s 4 ostanek 1, zato je i2009 = i. Konjugirana vrednost z je pa torej
enaka z = 6− 4i.

(b) Preoblikujemo z = 1+3i
2+i = (1+3i)(2−i)

(2+i)(2−i) = 5+5i
5 = 1 + i. Zato je z = 1− i. .

7. Absolutna vrednost kompleksnega ²tevila z = x+ iy je |z| =
√
x2 + y2.

(a) |4− 3i| =
√

42 + (−3)2 =
√
25 = 5,

(b) |12 + i
√
3
2 | =

√
1
4 + 3

4 = 1, |(12 + i
√
3
2 )5| = 15 = 1,

(c) Preoblikujemo z v standardno obliko: z = i
i+1 = i(i−1)

(i+1)(i−1) = −1−i
−2 = 1

2 + i12 . Izra£unamo

absolutno vrednost: |z| =
√

(12)
2 + (12)

2 =
√
2
2 .

(d)
√
5,

(e)
√
53,

(f) 2.

8. Kompleksno ²tevilo z = x + iy, zapisano v polarni obliki, je oblike z = |z|(cosϕ + i sinϕ). Pri
tem je |z| =

√
x2 + y2 in tanϕ = y

x .

(a) Izra£unamo |z| =
√
1 + 1 =

√
2 in tanϕ = 1, ϕ je lahko torej π

4 ali 5π
4 . Ker se z nahaja v

prvem kvadrantu (x > 0 in y > 0), je ϕ = π
4 . Polarni zapis je torej z =

√
2(cos π4 + i sin π

4 ).

(b) z = 2(cos π3 + i sin π
3 );

(c) z =
√
2(cos(−π

4 ) + i sin(−π
4 )).

9. (a) Najprej preoblikujemo ena£bo v obliko z2 = −1
2 + i

√
3
2 . Nato zapi²emo obe kompleksni

²tevili v polarni obliki. Dobimo ena£bo (|z|(cosϕ+i sinϕ))2 = cos 2π
3 +i sin 2π

3 . Upo²tevamo
Moivrovo formulo, po kateri velja (|z|(cosϕ + i sinϕ))n = |z|n(cosnϕ + i sinnϕ). Dobimo
torej enakost

|z|2(cos 2ϕ+ i sin 2ϕ) = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
.

Od tod sledi |z| = 1 in 2ϕ = 2π
3 + 2kπ, k = 0, k = 1 in zato ϕ1 = π

3 in ϕ2 = 4π
3 . Dobimo

dve re²itvi: z1 = 1
2 + i

√
3
2 in z2 = −1

2 − i
√
3
2 .
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(b) z1 = cos π
12 + i sin π

12 , z2 = cos 7π
12 + i sin 7π

12 , z3 = cos 13π
12 + i sin 13π

12 , z4 = cos 19π
12 + i sin 19π

12 .

10. Uporabi se popolna indukcija.

(a) Za n = 1 trditev drºi, saj velja 1
2 = 1− 1

2 .
Indukcijski korak n 7→ n+ 1:
Privzemimo, da velja za n, torej velja: 1

2 + 1
4 + 1

8 + ...+ 1
2n = 2n−1

2n .
Izra£unajmo za n+ 1: 1

2 + 1
4 + 1

8 + ...+ 1
2n + 1

2n+1 = 2n−1
2n + 1

2n+1 = 2n+1−1
2n+1 .

Enakost velja torej tudi za n+1, kriterijem popolne indukcije zado²£a in zato enakost velja
za vsako naravno ²tevilo n.

(b) itd... se dokaºe podobno kot (a).
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2 KOMBINATORIKA

1. Na koliko na£inov lahko na klop posedemo 3 ºenske in 5 mo²kih, £e naj

(a) se usedejo poljubno,

(b) sedijo mo²ki skupaj in ºenske skupaj,

(c) sedijo le ºenske skupaj,

(d) ºenske sedijo na prvih dveh in zadnjem mestu?

2. Koliko razli£nih sedemmestnih ²tevil lahko sestavimo s ²tevkami 1,2,2,5,5,5, in 9?

3. Koliko trimestnih ²tevil lahko sestavimo s ²tevkami 1,3,4,7,8, in 9?

4. Na koliko na£inov lahko u£itelj izmed desetih u£encev izbere

(a) tri,

(b) sedem ali ve£ u£encev?

5. Na koliko na£inov lahko iz serije 100 izdelkov izberemo vzorec ²tirih,

(a) £e izbiramo brez vra£anja,

(b) £e izbiramo z vra£anjem?

6. Koliko je moºnih kombinacij na slovenskem LOTO listku, kjer izmed 39 ²tevili izbiramo 7?

7. V ²katli imamo listke, na katerih so ²tevke 2, 4, 5, 7, 8. �tirikrat na slepo izberemo po en listek,
²tevke zapi²emo (od leve prosti desni) in listek vrnemo v ²katlo.

(a) Koliko ²tirimestnih ²tevil lahko sestavimo (brez omejitev)?

(b) Koliko lihih ²tirimestnih ²tevil lahko tako sestavimo?

(c) Koliko ²tirimestnih ²tevil lahko sestavimo, ki se ne za£nejo s 5?

8. V sla²£i£arni Bonbon£ek s.p. izdelujejo osem vrst bonbonov, v bonboniere pa jih pakirajo po 15.
Koliko razli£nih bonbonier lahko sestavijo, £e razporeditev bonbonov v ²katli ni pomembna?

9. Na koliko na£inov lahko med desetimi taborniki izberemo ²tiri, ki bodo bivali skupaj v ²otoru,
£e najmlaj²a dva ne smeta biti skupaj?

10. Iz serije stotih izdelkov, med katerimi je pet slabih, izbiramo vzorec treh. Koliko razli£nih vzorcev
z

(a) enim slabim izdelkom,

(b) dvema slabima izdelkoma,

(c) najve£ dvema slabima izdelkoma

lahko izberemo, £e izbiramo brez vra£anja?

11. V podjetju je 5 inºenirjev in 8 tehnikov. Na koliko na£inov lahko sestavijo pet£lansko komisijo,
v kateri sta 2 inºenirja in 3 tehniki, £e

(a) so vsi lahko £lani komisije,

(b) dolo£en inºenir ne sme biti £lan komisije,
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(c) najstarej²a dva tehnika morata biti v komisiji?

12. Nogometna reprezentanca ima 22 igralcev, med njimi je 5 napadalcev. Na koliko na£inov lahko
sestavijo enajsterico, v kateri je vsaj en napadalec?

13. V ²oli varne voºnje pou£uje 20 in²truktorjev. Na koliko na£inov si lahko trije uka ºeljni vozniki
izberejo in²truktorje?

14. Na koliko na£inov lahko profesor na izpitu oceni pet ²tudentov, £e so ocene od 1 do 10?

15. Koliko je vseh razporeditev osem krogel v vrsto, £e je 5 belih in 3 £rne ter krogel enake barve
med seboj ne razlikujemo?

16. Na koliko na£inov lahko sedi za okroglo mizo 6 oseb?

17. Na koliko na£inov lahko razporedimo 15 drºavnikov (po 3 iz iste drºave) za okroglo mizo tako,
da sedijo predstavniki iste drºave skupaj?

18. Koliko razli£nih vrst vozovnic je potrebno natisniti za ºelezni²ko progo, ob kateri je 10 postaj?

19. Koliko ²tirimestnih ²tevil lahko zapi²ete s ²tevkami 2,4,5,6,8,9, £e

(a) se ne ponavljajo,

(b) se lahko ponavljajo?

20. Na koliko na£inov lahko 32 kart razdelite na dva enaka dela?

21. V sla²£i£arni prodajajo 7 vrst sladoleda. Na koliko na£inov lahko izberemo 4 razli£ne kepice
sladoleda, £e mora biti dolo£ena vrsta (na primer jagoda) vedno v izboru?

22. V namiznoteni²ki reprezentanci je 6 mo²kih in 4 ºenske. Koliko ekip po 2 mo²ka in 2 ºenski lahko
sestavijo?

23. Za opravljenje nekega dela potrebujemo 4 mo²ke in 3 ºenske. Koliko razli£nih skupin lahko
sestavimo, £e izbiramo med 7 mo²kimi in 8 ºenskami?

24. Na jedilniku sta 2 predjedi, 2 vrsti juhe, 4 glavne jedi, 3 prikuhe, 3 vrste solat in 4 razli£ne
sladice. Koliko menujev lahko sestavimo,

(a) £e vklju£imo po eno jed iz vsake od na²tetih skupin,

(b) brez predjedi,

(c) brez sladice?

25. Na turnirju tekmuje 10 ²ahistov, igrajo po sistemu �vsak z vsakim�. Koliko partij bo odigral vsak
²ahist in koliko bo na turnirju odigranih partij?

26. Odbor ima 25 £lanov, med katerimi so 4 inºenirji. Na koliko na£inov lahko sestavijo 3 £lansko
komisijo, v kateri bo vsaj 1 inºenir?

27. Koliko je razli£nih izidov meta dveh igralnih kock, £e sta kocki

(a) razli£ni,

(b) enaki?

28. V razredu je 23 de£kov in 5 deklet. Pri spra²evanju izbere profesor na slepo 4 u£ence. Koliko je
izborov z vsaj enim dekletom?
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29. Iz posode, v kateri so 4 bele in 3 rde£e kroglice izvle£emo 3 kroglice hkrati. Koliko je razli£nih
izborov

(a) ne glede na barvo kroglic,

(b) 2 belih in 1 rde£e kroglice

(c) kroglic enake barve?

30. V vre£ki so 3 bele in 4 rde£e kroglice. Izberemo 3 kroglice. Koliko je izborov z vsaj eno belo in
koliko z najve£ eno belo kroglico?

31. Na koliko na£inov lahko 12 razli£nih igra£ razdelimo med 3 otroke tako, da vsak od njih dobi po
4 igra£e?

32. Na koliko na£inov lahko 20 kart razdelimo

(a) med 4 igralce tako, da dobi vsak 5 kart,

(b) na 4 kup£ke po 5 kart?

2.1 Re²itve

1. (a) Gre za razporeditev 8 oseb v vrsto brez omejitev, to so permutacije brez ponavljanja. To
lahko storimo torej na 8! = 40320 na£inov.

(b) Naj mo²ki sedijo na levem koncu klopi in ºenske na desnem. Zdaj lahko med sabo presedemo
mo²ke. Ker jih je 5, lahko to storimo na 5! na£inov. Pravtako lahko presedemo ºenske na
3! na£inov. Torej £e mo²ki sedijo na levem koncu klopi in ºenske na desnem, jih lahko
posedemo na 3! · 5! na£inov. Enako lahko posedemo ºenske na levi in mo²ke na desni konec
klopi na 3! · 5! na£inov. Vseh razporedb je torej 3! · 5! · 2 = 1440.

(c) �enske vzamemo kot celoto in potem imamo 6 elementov (5 mo²kih in 1 komplet ºensk ,
ki jih razporejamo v vrsto. To lahko storimo na 6! na£inov. Med sabo pa lahko presedamo
tudi ºenske na 3! na£inov. Skupaj je torej tak²nih razporeditev 3! · 6! = 4320.

(d) V tem primeru lahko presedamo samo pripadnike istega spola med seboj, to pa lahko storimo
na 3! · 5! = 720 na£inov.

2. Gre za permutacije s ponavljanjem. Sestavimo lahko 7! sedemmestnih ²tevil, ampak ker imamo
2 dvojki in 3 petice, bodo nekatere med njimi enake. Ko med sabo me²amo petice, ne dobimo
drugega ²tevila, zato moramo s 3! (toliko je moºnih razporedb treh petic v vrsto) deliti. Podobno
z dvojkami. Vseh razli£nih sedemmestnih ²tevil je torej P 2,3

7 = 7!
2!·3! = 420.

3. Tukaj gre za razporeditev 6 ²tevil na 3 mesta, torej veriacije: V 3
6 = 6!

3! = 120

4. Vrstni red izbire ni pomemben, torej gre za kombinacije:

(a) K3
10 =

(
10
3

)
= 10!

3!7! = 120.

(b) K7
10 +K8

10 +K9
10 +K10

10 =
(
10
7

)
+
(
10
8

)
+
(
10
9

)
+
(
10
10

)
= 120 + 45 + 10 + 1 = 176.

5. (a) Izbiramo vzorec, torej vrstni red ni pomemben, zato so to kombinacije brez ponavljanja:
K4

100 =
(
100
4

)
= 100!

4!96! = 5881838.

(b) Gre za kombinacije s ponavljanjem (p)K4
100 =

(
100+4−1

4

)
= 103!

4!99! = 6631913.

6. K7
39 =

(
39
7

)
= 39!

7!32! = 15380937.

7. (a) (p)V 4
5 = 54.
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(b) 5 · 5 · 5 · 2 = 250.

(c) 4 · 5 · 5 · 5 = 500.

8. (p)K15
8 =

(
22
15

)
= 170544.

9. Nalogo re²imo tako, da izra£unamo najprej na koliko na£inov lahko izberemo 4 brez omejitev
in potem od tega od²tejemo ²tevilo moºnosti, ko najmlaj²a bivata skupaj (v tem primeru sta
2 ºe izbrana, preostala 2 pa izberemo na

(
8
2

)
na£inov). Tak²nih moºnosti je torej K4

10 − K2
8 =(

10
4

)
−
(
8
2

)
= 210− 28 = 182.

10. (a)
(
5
1

)
·
(
95
2

)
= 22325.

(b)
(
5
2

)
·
(
95
1

)
= 950.

(c)
(
5
0

)
·
(
95
3

)
+
(
5
1

)
·
(
95
2

)
+
(
5
2

)
·
(
95
1

)
= 161690.

11. (a)
(
5
2

)
·
(
8
3

)
= 560.

(b)
(
4
2

)
·
(
8
3

)
= 336.

(c)
(
5
2

)
·
(
6
1

)
= 60.

12.
(
5
1

)
·
(
17
10

)
+
(
5
2

)
·
(
17
9

)
+
(
5
3

)
·
(
17
8

)
+
(
5
4

)
·
(
17
7

)
+
(
5
5

)
·
(
17
6

)
= 693056.

Druga£e:
(
22
11

)
−
(
17
11

)
= 693056.

13. 20 · 19 · 18 = 6840

14. 105

15. 8!
5!·3! = 56

16. 5! = 120

17. 4!(3!)5 = 186624

18. 9 · 10 = 90

19. (a) 6 · 5 · 4 · 3 = 360

(b) 64 = 1296

20.
(
32
16

)
= 601080390

21.
(
6
3

)
= 20

22.
(
6
2

)(
4
2

)
= 90

23.
(
7
4

)(
8
3

)
= 1960

24. (a) Uporabimo osnovni izrek kombinatorike in dobimo: 2 · 2 · 4 · 3 · 3 · 4 = 576

(b) 288

(c) 144

25. Vsak odigra 9 partij. Skupaj se bo odigralo
(
10
2

)
= 45 partij.

26.
(
25
3

)
−
(
21
3

)
= 970

27. (a) 6 · 6 = 36
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(b) pre²tejemo 21

28.
(
28
4

)
−
(
23
4

)
= 11620

29. (a)
(
7
3

)
= 35

(b)
(
4
2

)(
3
1

)
= 18

(c)
(
4
3

)
+
(
3
3

)
= 5

30. (a)
(
7
3

)
−
(
4
3

)
= 31

(b)
(
3
0

)(
4
3

)
+
(
3
1

)(
4
2

)
= 22

31. 12!
4!·4!·4! = 34650

32. (a) 20!
(5!)4

(b) 20!
(5!)4·4!
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3 MATRIKE

1. Izra£unajte A+B, A−B, 2A+ 1
2B, AB in BA za matriki A =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 in B =

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 .
2. Naj bodo podane matrikeA =

[
7 −2 0 4
−9 1 −1 0

]
,B =

[
6 5 −1 −1
7 3 −3 0

]
inC =

[
1 0 −9 −4
0 −6 1 −2

]
.

(a) Izra£unajte 2A− 3B − 1
3C.

(b) Poi²£ite matriko X ∈M2×4, za katero velja A+X = B − C.

3. Naj bosta podani matriki A =

−2 1 3
0 4 −1
3 −2 0

 in B =

 4 −1 2
−3 5 1
0 −3 2

.
(a) Izra£unajte produkt AB.

(b) Izra£unajte produkt BA.

4. Izra£unajte AB, BA in AB −BA za matriki A =

 1 −1 2
−1 2 1
2 1 2

 in B =

1 3 1
0 3 0
1 3 1

 .

5. Zapi²ite matrike A2, A3, A4 in A5, £e je A =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 .
6. Dani sta matriki A =

1 2 −2
2 0 3
1 −1 2

 in B =

−3 2 0
4 2 −1
3 −4 2

.
Izra£unajte matriko C = AB −BA+A2 −B2.

7. Izra£unajte determinante

(a)
∣∣∣∣ 2 7
−1 4

∣∣∣∣, (b)
∣∣∣∣ a2 2
−1

2 1

∣∣∣∣,
(c)
∣∣∣∣cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

∣∣∣∣, (d)

∣∣∣∣∣∣
3 4 −5
8 7 −2
2 1 8

∣∣∣∣∣∣,
(e)

∣∣∣∣∣∣
6 −1 1
1 0 3
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣, (f)

∣∣∣∣∣∣
1 x 1
x 1 x
1 −x 1

∣∣∣∣∣∣,

(g)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 1 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣, (h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1 1
0 2 1 1 5

7
0 0 −1 7 7

3
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8. Dolo£ite ²tevilo x tako, da bo veljalo

(a)
∣∣∣∣x 1
2 3

∣∣∣∣ =∣∣∣∣ 1 −x
−2 x

∣∣∣∣,
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(b)
∣∣∣∣ x −1
−1 4

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
1 5 x
0 3 0
−1 4 x

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣x 7
0 3

∣∣∣∣2.
9. Naslednjim matrikam poi²£ite inverze, £e le-ti obstajajo.

(a) A =

[
7 −6
8 −7

]
, (b) B =

[
1 −1
1 1

]
,

(c) C =

1 2 −1
3 1 2
1 0 −1

, (d) D =

 0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0

,
(e) E =

7 1 −4
3 0 −2
0 −3 6

, (f) F =

1 1 1
1 1 −1
1 −1 1

.
10. Naj bosta podani matriki A =

[
−1 1
2 3

]
in B =

[
0 −2
1 1

]
.

(a) Izra£unajte matriko A−1.

(b) Re²ite matri£no ena£bo AX = B.

11. Naj bosta podani matriki A =

1 0 −2
2 1 −1
1 −1 0

 in B =

 1
−1
0

.
(a) Izra£unajte matriko (A− 2I)−1.

(b) Re²ite matri£no ena£bo AX −B = 2X.

12. Naj bosta podani matriki A =

−3 −1 0
1 0 3
−1 2 −2

 in B =

12
3

.
(a) Izra£unajte matriko (A+ 3I)−1.

(b) Re²ite matri£no ena£bo AX −B = −3X.

13. Naj bosta podani matriki A =

[
−1 2
0 −3

]
in B =

[
3 −4
2 −1

]
.

(a) Izra£unajte matriko A−1.

(b) Re²ite matri£no ena£bo AX = 3B2.

14. Naj bosta podani matriki A =

−3 −1 0
1 0 3
−1 2 −2

 in B =

12
3

.
(a) Izra£unajte matriko (A+ 3I)−1.

(b) Re²ite matri£no ena£bo AX −B = −3X.

15. Naj bosta podani matriki A =

[
−1 2
3 −2

]
in B =

[
2 −3
4 −5

]
.

(a) Izra£unajte matriko A−1.
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(b) Re²ite matri£no ena£bo AX = 4BT .

16. Re²ite matri£no ena£bo XB = XA2 + I, £e je A =

 1 0 2
−3 1 0
0 −1 1

 in B =

 1 1 3
−6 0 −6
2 2 1

.
17. Re²ite matri£no ena£bo: X = A2X −B, £e je A =

[
1 3
−2 0

]
in B =

[
7
−1

3

]
.

18. Poi²£ite re²itev matri£ne ena£be: AX = 4B − 2X, kjer je A =

0 1 2
0 1 1
0 0 0

 in B =

 1
−1
1

.
19. Poi²£ite re²itev matri£ne ena£be: 3X +BX = 3(AB)T , kjer je A =

[
4 8

]
in B =

[
3 2
0 1

]
.

20. Re²ite matri£no ena£bo: A2X − B = 2CX, £e je A =

[
1 0
−4 1

]
, B =

[
1 −2
−3 4

]
in C =[

1 −2
−4 1

]
.

21. Re²ite matri£no ena£bo A2X = BX + E, £e je A =

 1 0 2
−3 1 0
0 −1 1

 in B =

 1 −2 3
−2 0 −3
2 −2 1

.

22. Re²ite matri£no ena£bo AX = X +B, £e je A =

2 1 2
0 3 1
0 0 2

 in B =

21
3

.

23. Poi²£ite re²itev matri£ne ena£be XA− 3AT −X = 3A, kjer je A =

2 1 0
0 4 2
0 0 2

.
24. Re²ite naslednji sistem treh ena£b s Cramerjevo metodo.

2x− 3y + z = −1
x+ y + z = 6

3x+ y − 2z = −1

25. S pomo£jo eleminacijske metode re²ite naslednji sistem linearnih ena£b:

x+ 3y + 2z = 2

x+ 2y + 7z = 13

−x− 4y + 4z = 10

26. S pomo£jo eleminacijske metode re²ite naslednji sistem linearnih ena£b:

x+ 2y − 3z = 6

2x− y + 4z = 2

4x+ 3y − 2z = 14
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27. Re²ite naslednji sistem linearnih ena£b:

2x− y − z + 4t = 5

x+ 2y − z + t = 3

3x− y − 2z + t = 2

x+ 4y − 2z + 3t = 5

28. Dolo£ite parameter B v sistemu linearnih ena£b:

x− 3y + z = 0

−2x+ y +Bz = 0

5x+ 2y − 12z = 0

tako, da bo imel sistem tudi netrivialne re²itve. Poi²£ite te re²itve in tisto posebno re²itev, katere
prva komponenta je enaka 1.

29. Re²ite naslednje sisteme ena£b:

(a) 2x− 3y + z = 2 (b) 2x− y + z = 1
3x− 5y + 5z = 3 2x− 6z = 2
5x− 8y + 6z = 5 −y + 7z = 10

(c) x+ y − 3z = 6 (d) 2x− y + 4z = 2
2x− 3y + z = 2 2x+ 4y − 6z = 12
x+ y − 4z = 14 4x+ 3y − 2z = 14

(e) x+ 2y + 3z = −1 (f) 3x− y + 3z = 4
−2x− 2y + 5z = 0 6x− 2y + 6z = 1
4x+ 4y − 10z = 0 5x+ 4y = 2
3x+ 2y − 13z = 1

(g) x+ 2y + 3z − 4w = 11 (h) 2x+ y − z + t = 3
2x+ y + 5z + w = 3 x− 3y + 2z − t = −2

3x+ 2y + z + 2w = −1 4x+ y − 2z + 3t = 5
x+ y + 5z + w = 5 −x+ 2y − z + 4t = 5

(i) 2x+ 2y − z = −3 (j) 2x+ y − 3z + 4t = 3
x+ 4y − 3z = −1 3x− 2y + z + 2t = 1
−2x+ y − 2z = 3 −2x+ 4y + z + t = 2
3x+ 3y − z = −4 4x− 2y − z + t = 2

(k) x− 2y + 3z = 2 (l) x− 2y + 5z + 5t = 17
−x+ 3y + 2z + t = 6 2x− y + z + 2t = 7
2x− y + z + 2t = 7 −2y + 3z + t = 2
3x+ 2y − z + t = 13, 3x+ 2y + 3z + t = 13,

(m) x− 2y + 3z − 4t = 17 (n) x− y − z + 3t = −4
x+ 2y + 7z = 13 −x+ 3y + 4z − 2t = 0

−2x+ 4y + 3z − t = 2 −4x+ 3y − 2z + t = −9
3x− y − z + t = 0 7y + 2z + t = −9
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30. Poi²£ite re²itve naslednjih homogenih sisemov

(a) x+ 2y + z + w = 0 (b) 2x+ 3y − z − w = 0
2x+ y + z + 2w = 0 x− y − 2z − 4w = 0
x+ 2y + 2z + w = 0 3x+ y + 3z − 2w = 0
x+ y + z + w = 0, 6x+ 3y − 7z = 0,

(c) −2x− 2y + 5z + w = 0 (d) 2x+ 4y + 6z = 0
−2x+ 2y + 5z − 2w = 0 −x− 2y + z = 0

3x+ 2y − 3z + w = 0 3x+ 2y − 13z = 0

(e) −x− y + 3z + w = 0
−x+ y + 2z − w = 0

10x+ 3y − z + 2w = 0

31. Za katere vrednosti parametra a

x− y + 5z = 5

x+ y + 5z = 15

x+ y − az = 0

(a) ima sistem natanko eno re²itev;

(b) nima sistem nobene re²itve?

32. V sistemu linearnih ena£b

x+ y + 2z = 2

2x+ 6y + 11z = 13

5x+ 9y +Az = 19

dolo£ite A tako, da bo imel sistem ve£ kot eno re²itev, nato pa

(a) izra£unajte splo²no re²itev,

(b) poi²£ite tisto posebno re²itev, ki ima zadnjo komponento enako 3.

3.1 Re²itve

1. A+B =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

+

0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

1 + 0 0 + 1 0 + 1
1 + 0 1 + 0 0 + 1
1 + 0 1 + 0 1 + 0

 =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

,
A−B =

1 −1 −1
1 1 −1
1 1 1

, 2A+ 1
2B =

2 1
2

1
2

2 2 1
2

2 2 2

,
AB =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 ·
0 1 1
0 0 1
0 0 0

 =

1 + 0 + 0 1 + 0 + 0 1 + 0 + 0
0 + 0 + 0 1 + 0 + 0 1 + 1 + 0
0 + 0 + 0 1 + 0 + 0 1 + 1 + 0

 =

0 1 1
0 1 2
0 1 2

,
BA =

2 2 1
1 1 1
0 0 0

.
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2. (a) 2A− 3B− 1
3C =

[
−13

3 −19 6 37
3

−39 −5 20
3

2
3

]
(b) X = −A+B−C =

[
−2 7 8 −1
16 8 −3 2

]

3. (a) AB =

−11 −2 3
−12 23 2
18 −13 4

, (b) BA =

−2 −4 13
9 15 −14
6 −16 3



4. (a) AB =

3 6 3
0 6 0
4 15 4

, (b) BA =

 0 6 7
−3 6 3
0 6 7

, (c) AB−BA =

3 0 −4
3 0 −3
4 9 −3



5. A2 =

1 2 1
0 1 2
0 0 1

, A3 =

1 3 3
0 1 3
0 0 1

, A4 =

1 4 6
0 1 4
0 0 1

, A5 =

1 5 10
0 1 5
0 0 1



6. C =

−16 26 −16
8 −32 16
22 −2 10


7. (a) 2 · 4− (−1) · 7 = 15,

(b) a2 + 1,
(c) cos2 x+ sin2 x = 1,
(d) 3 · 7 · 8 + 4 · (−2) · 2 + (−5) · 8 · 1− 2 · 7 · (−5)− 1 · (−2) · 3− 8 · 8 · 4 = −68,
(e) 11,
(f) 0

(g) 0

(h) Determinanta zgornjetrikotne matrike je enaka produktu elementov na diagonali:
1 · 2 · (−1) · 1 · 1 = −2

8. (a) Ko izra£unamo determinanto, dobimo ena£bo: 3x− 2 = x− 2x, katere re²itev je x = 1
2

(b) x1 = 0, x2 =
2
5

9. (a) Najprej izra£unamo determinanto detA = 7 · (−7) − 8 · (−6) = −1. Ker je determinanta
razli£na od ni£, inverzna matrika obstaja in jo lahko izra£unamo. Poddeterminante so:
A11 = (−1)2 · (−7) = −7, A12 = (−1)3 · 8 = −8,
A21 = (−1)3 · (−6) = 6, A22 = (−1)4 · 7 = 7.

Matrika poddeterminant je torej [Aij] =

[
−7 −8
6 7

]
.

Ker je A−1 = 1
detA [Aij ]

T , je A−1 =

[
7 −6
8 −7

]
(b) B−1 =

[
1
2

1
2

−1
2

1
2

]
(c) Izra£unamo determinanto detC = 10. Ker je determinanta razli£na od ni£, inverzna ma-

trika obstaja in jo lahko izra£unamo. Poddeterminante so:

A11 = (−1)2 · (−1) = −1, A12 = (−1)3 · (−3− 2) = 5, A13 = (−1)4 · (0− 1) = −1,
A21 = (−1)3 · (−2− 0) = 2, A22 = (−1)4 · (−1 + 1) = 0, A23 = (−1)5 · (0− 2) = 2,

A31 = (−1)4 · (4 + 1) = 5, A32 = (−1)5 · (2 + 3) = −5, A33 = (−1)6 · (1− 6) = −5.
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Matrika poddeterminant je torej [Aij] =

−1 5 −1
2 0 2
5 −5 −5

.
Inverzna matrika je C−1 =

− 1
10

1
5

1
2

1
2 0 −1

2
− 1

10
1
5 −1

2


(d) D−1 =

 0 0 −1
0 −1 0
−1 0 0


(e) E−1 =

1
4 −1

4
1
12

3
4 −7

4 − 1
12

3
8 −7

8
1
8


(f) F−1 =

0 1
2

1
2

1
2 0 −1

2
1
2 −1

2 0


10. (a) A−1 =

[
−3

5
1
5

2
5

1
5

]
, (b) X = A−1B =

[
1
5

7
5

1
5 −3

5

]

11. (a) (A− 2I)−1 =

 1 2 −2
3 4 −5
−1 −1 1

, (b) X = (A− 2I)−1B =

−1−1
0



12. (a) (A+ 3I)−1 = 1
4

−3 1 −3
−4 0 0
5 1 1

, (b) X =

−5
2
−1
5
2


13. (a) A−1 = 1

3

[
−3 −2
0 −1

]
, (b) X =

[
−11 38
−4 7

]

14. (a) (A+ 3I)−1 = 1
4

−3 1 −3
−4 0 0
5 1 1

, (b) X =

−5
2
−1
5
2


15. (a) A−1 = 1

4

[
2 2
3 1

]
, (b) X =

[
−2 −2
3 7

]

16. XB −XA2 = I ⇒ X(B −A2) = I ⇒ X = I · (B −A2)−1 = (B −A2)−1

A2 = A ·A =

 1 −2 4
−6 1 −6
3 −2 1

, B−A2 =

 0 3 −1
0 −1 0
−1 4 0

,
X = (B−A2)−1 =

 0 −4 −1
0 −1 0
−1 −3 0


17. X = (A2 − I)−1B =

[
−1
1
3

]

18. X = 4(A+ 2I)−1B =

 1
−2
2
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19. X = 3(3I+B)−1(AB)T =

[
2
12

]

20. X = (A2 − 2C)−1B =

[
11 −14
3 −4

]

21. X = (A2 −B)−1 =

0 0 1
3 1 4
1 0 0



22. X = (A2 −B)−1 =

0 0 1
3 1 4
1 0 0



23. X = 3(A+AT)(A− I)−1 =

12 −3 6
3 7 −8
0 2 8



24. Preverimo najprej determinanto sistema detA =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 1 1
3 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = −23
Vrednost determinante je razli£na od ni£, zato lahko uporabimo Cramerjevo pravilo.

detA1 =

∣∣∣∣∣∣
−1 −3 1
6 1 1
−1 1 −2

∣∣∣∣∣∣ = −23, detA2 =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 1
1 6 1
3 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ = −46, detA3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 −1
1 1 6
3 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −69.
Od tod dobimo: x = detA1

detA = −23
−23 = 1, y = detA2

detA = 2, z = detA3
detA = 3.

25. Zapi²emo raz²irjeno matriko sistema:
1 3 2

... 2

1 2 7
... 13

−1 −4 4
... 10

 ≈

1 3 2

... 2

0 −1 5
... 11

0 −1 6
... 12

 ≈

1 3 2

... 2

0 −1 5
... 11

0 0 1
... 1


Ker je rang osnovne matrike enak rangu raz²irjene matrike in to enako ²tevilu neznank, je sistem
re²ljiv in sicer ima natanko eno re²itev: z = 1, −y + 5z = 11 ⇒ y = −6 in x + 3y + 2z = 2 ⇒
x = 1 + 18− 2 = 18, torej x = 18, y = −6, z = 1.

26. Zapi²emo raz²irjeno matriko sistema:
1 2 −3

... 6

2 −1 4
... 2

4 3 −2
... 14

 ≈

1 2 −3

... 6

0 −5 10
... −10

0 −5 10
... −10

 ≈

1 2 −3

... 6

0 −5 10
... −10

0 0 0
... 0


Ker je rang raz²irjene matrike manj²i od ²tevila neznank, ima sistem neskon£no mnogo re²itev:
Naj bo prosta neznanka z = t. Potem je −5y + 10z = −10⇒ −5y + 10t = −10⇒ y = 2 + 2t in
x+ 2y − 3z = 6⇒ x+ 2(2 + 2t)− 3t = 6⇒ x = 2− t, torej x = 2− t, y = 2 + 2t, z = t, t ∈ R;

27. Najprej zamenjamo vrstni red ena£b tako, da dobimo prvi koe�cient v prvi vrstici enak 1 in
zapi²emo raz²irjeno matriko sistema:

1 2 −1 1
... 3

2 −1 −1 4
... 5

3 −1 −2 1
... 2

1 4 −2 3
... 5

 ≈

1 2 −1 1

... 3

0 −5 1 2
... −1

0 −7 1 −2
... −7

0 2 −1 2
... 2

 ≈

1 2 −1 1

... 3

0 2 −1 2
... 2

0 0 −3 14
... 8

0 0 −5 10
... 0

 ≈
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≈


1 2 −1 1

... 3

0 2 −1 2
... 2

0 0 −3 14
... 8

0 0 0 −40
... −40


Ker je rang osnovne matrike enak rangu raz²irjene matrike in to enako ²tevilu neznank, je sistem
re²ljiv in sicer ima natanko eno re²itev: t = 1, −3z + 14t = 8⇒ z = 2, 2y − z + 2t = 2⇒ y = 1
in x+ 2y − z + t = 3⇒ x = 2, torej x = 2, y = 1, z = 2, t = 1

28. Zamenjamo 2. in 3. ena£bo, tako da ena£ba, ki vsebuje parameter preide v zadnjo vrstico in
hkrati zapi²emo raz²irjeno matriko sistema:

1 −3 1
... 0

5 2 −12
... 0

−2 1 B
... 0

 ≈

1 −3 1

... 0

0 17 −17
... 0

0 −5 B + 2
... 0

 ≈

1 −3 1

... 0

0 1 −1
... 0

0 0 B − 3
... 0


Netrivialne re²itve dobimo, ko je rang matrike manj²i od ²tevila neznank, 3. vrstica mora torej
biti enaka 0. Zato mora veljati B − 3 = 0 oz. B = 3.
Splo²na re²itev: prosta neznanka z = t, y − z = 0⇒ y − t = 0⇒ y = t in x− 3y + z = 0⇒ x =
3t− t = 2t, torej x = 2t, y = t, z = t.
Posebna re²itev: x = 1⇒ 2t = 1⇒ t = 1

2 , zato se posebna re²itev glasi x = 1, y = 1
2 , z =

1
2 .

29. (a) x = 10t+ 1, y = 7t, z = t, t ∈ R;
(b) Sistem nima re²itve.

(c) x = 44
3 , y = 34

3 , z =
20
3 ;

(d) x = 2− t, y = 2 + 2t, z = t, t ∈ R;
(e) x = 8t+ 1, y = −1− 11t

2 , z = t, t ∈ R;
(f) Sistem nima re²itve.

(g) x = −2, y = 3, z = 1, w = −1,
(h) x = 1, y = 2, z = 2, t = 1,

(i) x = −2, y = 1, z = 1

(j) x = 1, y = 1, z = 0, t = 0

(k) x = 3, y = 2, z = 1, t = 1

(l) x = 1, y = 2, z = 1, t = 3

(m) x = 1, y = −1, z = 2, t = −2
(n) x = 1, y = −1, z = 0, t = −2

30. (a) x = t, y = 0, z = 0, w = −t, t ∈ R;
(b) x = y = z = w = 0.

(c) x = −88t
72 , y = 3t

4 , z =
−7t
18 , w = t, t ∈ R;

(d) x = y = z = w = 0;

(e) x = 25t, y = −46t, z = 10t, w = −51t, t ∈ R;

31. (a) a 6= −5, re²itev je x = 10a−25
a+5 , y = 5, z = 15

5+a ;

(b) za a = −5 sistem ni re²ljiv.

32. A = 17
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(a) x = −1
4 −

1
4 t, y = 9

4 −
7
4 t, z = t

(b) x = −1, y = −3, z = 3
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4 VEKTORJI

1. Izra£unajte 3
⇀
a −5

⇀
b ,
∣∣∣⇀a +

⇀
b
∣∣∣ in ⇀

a ·
⇀
b , £e je

(a)
⇀
a= (−1, 2) in

⇀
b= (3,−4);

(b)
⇀
a= (−1

2 ,
3
2 , 0) in

⇀
b= (

√
2,−1

2 ,
√
2
2 ).

2. Dana sta vektorja
⇀
a= (−1, 0, 1) in

⇀
b= (0, 2,−1). Dolo£ite komponente vektorjev

⇀
a +

⇀
b ,

⇀
a −

⇀
b ,

2
⇀
a −3

⇀
b in 1

2

⇀
a −3

2

⇀
b .

3. Dana sta vektorja
⇀
u= (2,−1, 3) in ⇀

v= (1,−2, 5). Izra£unajte ⇀u · ⇀v ,⇀u
2
,
⇀
v
2
, (
⇀
u +

⇀
v )(

⇀
u − ⇀

v ) in
(2

⇀
u +3

⇀
v )(

⇀
v −4 ⇀

u).

4. Dolo£ite ²tevilo x ∈ R tako, da bosta vektorja
⇀
a= x

⇀
i −

⇀
j in

⇀
b= 2

⇀
i +

⇀
j kolinearna.

5. Dolo£ite a in b, da bosta vektorja (a, 3,−12) in (6, 1, b) kolinearna.

6. Izra£unajte vektorski produkt vektorjev
⇀
a= (5,−2, 1) in

⇀
b= (4, 0, 6) ter plo²£ino paralelograma,

ki ga dolo£ata ta dva vektorja.

7. Preverite, £e to£ke A(−3,−7,−5), B(0,−1,−2) in C(2, 3, 0) leºijo na isti premici.

8. Dane so to£ke A(−7,−4, 3), B(1,−2, 1) in C(−3, 0, 5). Dolo£ite komponente vektorjev
⇀
AB,

⇀
BC

in
⇀
AC.

9. Dolo£ite razdaljo med to£kama:

(a) A(−5,−2,−6) in B(−6,−4,−4),
(b) C(5, 4, 3) in D(4, 2, 5).

10. Dolo£ite dolºine stranic trikotnika z ogli²£i A(4, 2, 8), B(8,−3,−1) in C(2,−1, 2).

11. Dane so to£ke A(−5, 4, 3), B(2,−4, 1), C(−1, 3, 2) in D(6,−5, 0).

(a) Izra£unajte komponente vektorjev
⇀
AB,

⇀
AC,

⇀
AD,

⇀
BC,

⇀
BD,

⇀
CD.

(b) Ali so ti vektorji komplanarni?

(c) Kaj lahko re£ete o ²tirikotniku ABDC?

12. Dane so to£ke A(5, 2,−1), B(1,−3, 4), C(−2, 1, 3) in D(2, 6,−2).

(a) Ali so dane to£ke komplanarne?

(b) Ali so dane to£ke ogli²£a paralelograma?

13. Izra£unajte vektorske produkte:

(a) (2,−4, 3)× (−3, 1, 5);
(b) (12, 1,−6)× (−8, 10, 2);
(c) (

√
2, 1, 0)× (−

√
3, 2, 4).

14. Izra£unajte skalarni produkt in enega od vektorskih produktov vektorjev ter s pomo£jo tega
ugotovite ali sta katera dva vektorja pravokotna oz. vzporedna.
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(a)
⇀
a= (1, 0, 3) in

⇀
b= (1, 3,−1);

(b)
⇀
a= (1, 1, 1) in

⇀
b= (−1,−1, 2);

(c)
⇀
a= (2,−4,−3) in

⇀
b= (2, 3,−1);

(d)
⇀
a= (0, 1, 2) in

⇀
b= (0,−2,−4);

15. Dolo£ite kot med vektorjema:

(a)
⇀
a= (4, 4,−2) in

⇀
b= (−1, 2, 2),

(b)
⇀
c= (1,−2, 2) in

⇀
d= (−2, 4,−4).

16. Dolo£ite obseg trikotnika z ogli²£i A(4,−1, 2), B(0,−1, 5) in C(−3,−1, 1) ter dolo£ite notranje
kote.

17. To£ke A(1, 1, 1), B(3, 2, 1), D(1, 0, 2) so ogli²£a paralelograma ABCD. Dolo£ite koordinate ogli-
²£a C in izra£unajte kot med diagonalama tega paralelograma.

18. Izra£unajte me²ani produkt vektorjev
⇀
a= (3, 1, 2),

⇀
b= (2, 7, 4) in

⇀
c= (1, 2, 1) ter prostornino

paralelepipeda, ki ga dolo£ajo dani trije vektorji.

19. Ali so vektorji
⇀
a= (1, 1, 1),

⇀
b= (2, 1, 2) in

⇀
c= (1, 0, 1) linearno neodvisni?

20. Ali so vektorji
⇀
a= (1, 2, 3),

⇀
b= (3, 4,−2) in ⇀

c= (−2,−2, 1) linearno neodvisni?

21. Ali so komplanarni vektorji
⇀
a= (2,−4, 1),

⇀
b= (−7, 8, 7) in ⇀

c= (−1, 0, 3)?

22. Kolik²na je plo²£ina trikotnika, ki ga dolo£ata vektorja
⇀
a= (1, 1, 1) in

⇀
b= (2,−3, 1)?

23. Izra£unajte plo²£ino trikotnika ABC z ogli²£i v to£kah

(a) A(−2,−2), B(7, 3) in C(9,−10);
(b) A(1,−1, 8), B(2, 0, 5) in C(1,−1, 1);
(c) A(1, 2,−1), B(−1, 1, 0), C(0, 1, 2).

24. Dolo£ite x in y tako, da bo vektor (x, y, 1) pravokoten na vektorja (−2, 1, 0) in (3, 4, 0).

25. Dolo£ite vektor
⇀
c , ki je pravokoten na vektorja

⇀
a= (4, 4,−6) in

⇀
b= (−2,−4, 0), ima zadnjo

komponento pozitivno in je dolg 7.

26. Izra£unajte me²ani produkt vektorjev

(a)
⇀
a= (1, 3,−2),

⇀
b= (3,−4, 2) in ⇀

c= (1, 4, 0);

(b)
⇀
a= (2,−1

3 ,
1
3),

⇀
b= (3, 4,−1

4) in
⇀
c= (2, 0,−1

3);

27. Izra£unajte volumen paralelepipeda z ogli²£i v to£kahA(1, 2, 3), B(3,−1,−1), C(2, 0, 1), D(1, 1, 2).

28. Za katere vrednosti parametra t je prostornina paralelepipeda, dolo£enega z vektorji
⇀
a= (t,−1, 4),

⇀
b= (2, 0,−2) in ⇀

c= (−2, t, 1) enaka 8?

29. Dani so vektorji
⇀
a= (−1, 3, 1),

⇀
b= (1, 2, 3) in

⇀
c= (2,−2, 1).

(a) Preverite ali so vektorji
⇀
a ,

⇀
b in

⇀
c linearno neodvisni.
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(b) Izra£unaj kot med vektorjema
⇀
a in

⇀
b .

(c) Izra£unajte kot med vektorjema
⇀
b in

⇀
c .

(d) Izra£unaj vektorski produkt
⇀
b ×

⇀
c .

(e) Izra£unajte plo²£ino paralelograma, ki ga dolo£ata vektorja
⇀
a in

⇀
b .

(f) Izra£unajte volumen paralelepipeda, ki ga dolo£ajo vektorji
⇀
a ,

⇀
b in

⇀
c .

30. Dani so vektorji
⇀
a= (2, 1, 0),

⇀
b= (1,−1, 2) in ⇀

c= (0, 3, 4).

(a) Preverite ali so vektorji
⇀
a ,

⇀
b in

⇀
c komplanarni.

(b) Izra£unaj kot med vektorjema
⇀
a in

⇀
b .

(c) Izra£unaj vektorski produkt
⇀
b ×

⇀
c .

4.1 Re²itve

1. Naj bo
⇀
a= (a1, a2, a3) in

⇀
b= (b1, b2, b3). Upo²tevamo formule

⇀
a +

⇀
b= (a1+ b1, a2+ b2, a3+ b3),

m
⇀
a= (ma1,ma2,ma3), |

⇀
a | =

√
a21 + a22 + a23 in

⇀
a ·

⇀
b= a1b1 + a2b2 + a3b3 in dobimo:

(a) 3
⇀
a −5

⇀
b= (−3− 15, 6− (−20)) = (−18, 26),∣∣∣⇀a +

⇀
b
∣∣∣ = |(−1 + 3, 2− 4)| = |(2,−2)| =

√
22 + (−2)2 =

√
8 = 2

√
2

⇀
a ·

⇀
b= −1 · 3 + 2 · (−4) = −11;

(b) 3
⇀
a −5

⇀
b= (−3

2 − 5
√
2, 7,−5

√
2

2 ),
∣∣∣⇀a +

⇀
b
∣∣∣ =√15

4 −
√
2 in

⇀
a ·

⇀
b= −2

√
2+3
4 .

2.
⇀
a +

⇀
b= (−1, 2, 0), ⇀a −

⇀
b= (−1,−2, 2), 2 ⇀

a −3
⇀
b= (−2,−6, 5) in 1

2

⇀
a −3

2

⇀
b= (

1
2 ,−3, 2).

3.
⇀
u · ⇀v= 19,

⇀
u
2
= 14,

⇀
v
2
= 30, (

⇀
u +

⇀
v )(

⇀
u − ⇀

v ) = −16 in (2
⇀
u +3

⇀
v )(

⇀
v −4 ⇀

u) = −212.

4. Da sta vektorja kolinearna, pomeni, da se da eden zapisati ot linearna kombinacija drugega.

Veljati mora torej
⇀
a= α

⇀
b oz. x

⇀
i −

⇀
j= 2α

⇀
i +α

⇀
j . Od tod sledi α = −1 in x = 2α, torej

x = −2.

5. a = 18, b = −4

6. Vektorski produkt je vektor, ki je dolo£en z determinanto

⇀
a ×

⇀
b =

∣∣∣∣∣∣∣
⇀
i

⇀
j

⇀
k

5 −2 1
4 0 6

∣∣∣∣∣∣∣ = −12·
⇀
i −26·

⇀
j +8·

⇀
k= (−12,−26,8).

Plo²£ina paralelograma, ki ga dolo£ata vektorja
⇀
a in

⇀
b je enaka absolutni vrednosti vektorskega

produkta S = | ⇀a ×
⇀
b | =

√
(−12)2 + (−26)2 + 82 =

√
884 = 2

√
221.

7. Zapi²imo vektorja
⇀
AB=

⇀
rB −

⇀
rA= (3, 6, 3) in

⇀
AC=

⇀
rC −

⇀
rA= (5, 10, 5). To£ke A, B in C leºijo na

isti premici, £e sta vektorja
⇀
AB in

⇀
AC kolinearna. �e sta vektorja kolinearna, je njun vektorski

produkt enak 0. Preverimo:
⇀
AB ×

⇀
AC =

∣∣∣∣∣∣∣
⇀
i

⇀
j

⇀
k

3 6 3
5 10 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 0·
⇀
i +0·

⇀
j +0·

⇀
k= (0,0,0)

To£ke torej leºijo na isti premici.
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8.
⇀
AB= (8, 2,−2),

⇀
BC= (−4, 2, 4) in

⇀
AC= (4, 4, 2).

9. Razdaljo lahko izra£unamo na dva na£ina: direktno po formuli d ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) =√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 ali pa izra£unamo komponente vektorja s kraji²£i v teh

dveh to£kah in izra£unamo dolºino vektorja. V obeh primerih gre za isto formulo.

(a) d(A,B) =
√
12 + 22 + (−2)2 = 3,

(b)
⇀
CD= (−1,−2, 2), dolºina vektorja: |

⇀
CD | =

√
12 + (−2)2 + 22 = 3.

10. |AC| = |BC| = 7, |AB| =
√
122

11. (a)
⇀
AB= (7,−8,−2),

⇀
AC= (4,−1,−1),

⇀
AD= (11,−9,−3),

⇀
BC= (−3, 7, 1),

⇀
BD= (4,−1,−1)

in
⇀
CD= (7,−8,−2).

(b) Da.

(c) Je paralelogram.

12. (a) Da.

(b) Da.

13. (a) (−23,−19,−10);
(b) (62, 24, 128);

(c) (4,−4
√
2, 2
√
2 +
√
3).

14. Vektorja sta pravokotna, £e je njun skalarni produkt enak 0 in vzporedna, £e je njun vektorski
produkt enak vektorju O.

(a)
⇀
a ·

⇀
b= −2, vektorja nista pravokotna.

⇀
a ×

⇀
b= (−9, 4, 3) vektorja nista vzporedna.

(b)
⇀
a ·

⇀
b= 0, vektorja sta pravokotna.

⇀
a ×

⇀
b= (3,−3, 0) vektorja nista vzporedna.

(c)
⇀
a ·

⇀
b= −5, vektorja nista pravokotna.

⇀
a ×

⇀
b= (13,−4, 14) vektorja nista vzporedna.

(d)
⇀
a ·

⇀
b= −10, vektorja nista pravokotna.

⇀
a ×

⇀
b= (0, 0, 0) vektorja sta vzporedna.

15. Kot, ki ga vektorja oklepata izra£unamo po formuli cosϕ =
⇀
a
⇀
b

|⇀a ||
⇀
b |
.

(a) Velikosti vektorja sta | ⇀a | =
√

42 + 42 + (−2)2 = 6 in |
⇀
b | =

√
(−1)2 + 22 + 22 = 3.

Skalarni produkt:
⇀
a ·

⇀
b= 4 · (−1) + 4 · 2 + (−2) · 2 = 0.

cosϕ = 0, torej ϕ = π
2 oz. vektorja sta pravokotna.

(b) ϕ = π, vektorja sta torej vzporedna.

16. Obseg trikotnika je 10 +
√
50, velikosti kotov so α = γ = π

4 , β = π
2 .

17. Izra£unamo komponente vektorja
⇀
AB= (2, 1, 0). Ker ima paralelogram paroma vzporedne in

posledi£no tudi enako dolge stranice, velja
⇀
AB=

⇀
DC. Koordinate to£ke C(x, y, z) torej dobimo iz

enakosti
⇀
DC=

⇀
rC −

⇀
rD= (x−1, y−0, z−2) = (2, 1, 0) in tod tod C(3, 1, 2). Kot med diagonalama

je kot med vektorjema
⇀
AC in

⇀
DB. cosϕ = 4−1

3
√
5
=
√
5
5 , kot je torej enak arccos(

√
5
5 ) ≈ 63◦26′.
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18. Me²ani produkt vektorjev izra£unamo s pomo£jo determinante

(
⇀
a ,

⇀
b,

⇀
c ) =

∣∣∣∣∣∣
3 1 2
2 7 4
1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −7
Prostornina paralelepipeda, ki ga dolo£ajo dani trije vektorji, je enaka absolutni vrednosti me²a-
nega produkta: V = |(⇀a ,

⇀
b ,

⇀
c )| = | − 7| = 7.

19. To lahko preverimo na ve£ na£inov. Eden izmed njih je s pomo£jo me²anega produkta, saj je
me²ani produkt linearno odvisnih vektorjev enak 0.

(
⇀
a ,

⇀
b,

⇀
c ) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 1 2
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

Torej vektorji niso linearno neodvisni.

20. So linearno neodvisni.

21. Da.

22. Plo²£ina trikotnika je enaka polovici plo²£ine paralelograma, ki ga dolo£ata ta dva vektorja.
S=
√
42
2

23. (a) Dolo£imo vektorja
⇀
AB in

⇀
AC, ki dolo£ata trikotnik:

⇀
AB= (9, 5),

⇀
AC= (11,−8). �e

zapi²emo komponente vektorja v trirazseºnem prostoru, se glasijo
⇀
AB= (9, 5, 0),

⇀
AC=

(11,−8, 0). Plo²£ina trikotnika je enaka polovici plo²£ine paralelograma, torej

⇀
AB ×

⇀
AC =

∣∣∣∣∣∣∣
⇀
i

⇀
j

⇀
k

9 5 0
11 −8 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (0,0,−127)

|(0, 0,−127)| =
√

(−127)2 = 127. Izra£unali smo plo²£ino paralelograma, plo²£ina triko-
tnika je torej 127

2 .

(b) 7
√
2

2 ;

(c)
√
30
2 .

24. Izra£unamo skalarna produkta in tako dobimo sistem dveh ena£b z dvema neznankama od kod
izra£unamo re²itev x = y = 0.

25. Vektor, ki je pravokoten na vektorja
⇀
a in

⇀
b , je vzoreden z vektorjem

⇀
a ×

⇀
b . Iskani vektor

⇀
c

dobimo tako, da upo²tevamo ²e ostale lastnosti.
⇀
c= (6,−3, 2)

26. (a) (
⇀
a ,

⇀
b ,

⇀
c ) = −34;

(b) (
⇀
a ,

⇀
b ,

⇀
c ) = −11

2 .

27. Izra£unamo komponente vektorjev
⇀
AB,

⇀
AC in

⇀
AD in potem V = |(

⇀
AB,

⇀
AC,

⇀
AD)| = 1

6 .

28. t1 = −1, t2 = −3, t3 = −5, t4 = 1
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29. (a) Linearno neodvisnost najlaºje preverimo s pomo£jo me²anega produkta:

(
⇀
a ,

⇀
b,

⇀
c ) =

∣∣∣∣∣∣
−1 3 1
1 2 3
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

Me²ani produkt vektorjev je razli£en od ni£, torej vektorji niso linearno neodvisni.

(b) Kot med vektorjema izra£unamo po formuli cosϕ =
⇀
a ·
⇀
b

|⇀a ·
⇀
b |

= 8√
11·
√
14

= 8√
154

ϕ = arccos 8√
154
≈ 49, 86◦.

(c) ϕ ≈ 84, 89◦

(d) Vektorski produkt:

⇀
b ×

⇀
c =

∣∣∣∣∣∣∣
⇀
i

⇀
j

⇀
k

1 2 3
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (8,5,−6)

(e) Plo²£ina paralelograma je enaka absolutni vrednosti vektorskega produkta teh dveh vektor-
jev:

⇀
a ×

⇀
b =

∣∣∣∣∣∣∣
⇀
i

⇀
j

⇀
k

−1 3 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (7,4,−5)

|(7, 4,−5)| = 3
√
10, plo²£ina paralelograma je torej 3

√
10 plo²£inskih enot.

(f) Volumen paralelepipeda je enak absolutni vrednosti me²anega produkta, ki smo ga ºe izra-
£unali. Torej V = 1 prostorninska enota.

30. (a) (
⇀
a ,

⇀
b ,

⇀
c ) = −24 torej vektorji niso komplanarni.

(b) ϕ = arccos(
√
30
30 ) ≈ 79, 5◦

(c) (4,−8, 6)
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5 ZAPOREDJA IN VRSTE

1. Preverite ali je zaporedje s splo²nim £lenom an = 2n−7
3n+2

(a) nara²£ajo£e,

(b) navzgor omejeno,

(c) navzdol omejeno,

(d) konvergentno.

2. Preverite ali je zaporedje s splo²nim £lenom an monotono in ali je omejeno. �e je zaporedje
konvergentno, izra£unajte njegovo limito.

(a) an = 1
2n+1 ;

(b) an = n+1
2n+1 ;

(c) an = 1000n
n2+1

;

(d) an = cos nπ2 .

3. Podano je zaporedje s splo²nim £lenom an = 5n−2
n2+n−1

(a) Dokaºite, da je zaporedje padajo£e.

(b) Dokaºite, da je zaporedje omejeno in poi²£ite natan£no zgornjo in natan£no spodnjo mejo.

(c) Poi²£ite limito zaporedja.

(d) Dolo£ite ²tevilo £lenov zaporedja, ki leºijo izven ε-ske okolice limite, za ε = 1
1000 .

4. Izra£unajte naslednje limite.

(a) limn→∞
2n−1
3n+2 ; (b) limn→∞

√
n2 − n− n;

(c) limn→∞

(
2n+4
3n+7

)4
; (d) limn→∞

3n2+4n
2n−1 ;

(e) limn→∞
3n2−5n

6n2−2n−6 ; (f) limn→∞(
√
n+ 1−

√
n);

(g) limn→∞

(
(n+1)2

n−1 −
n2

n+1

)
; (h) limn→∞

n2+2n
3n+2 ;

(i) limn→∞

(
−n+3
3n+1

)2
; (j) limn→∞

1
2
n− 1

3
n3

n2− 1
4
n3 ;

(k) limn→∞(
√
n2 − 5n+ 6− n).

5. Izra£unajte limito zaporedja in ugotovite, kateri £leni zaporedja so v dani ε-ski okolici limite.

(a) limn→∞
n

n2+1
, ε = 1

10 ;

(b) limn→∞
(−1)n
2n−1 , ε =

1
100 ;

(c) limn→∞
3n+2
4n+1 , ε = 0, 01;

(d) limn→∞
2n2

n2+1
, ε = 10−3.

6. Podano je zaporedje s splo²nim £lenom an = e−n
2+n−1

(a) Preverite, £e je zaporedje monotono.

(b) Ugotovite ali je zaporedje omejeno.

(c) Poi²£ite limito zaporedja.

(d) Dolo£ite ²tevilo £lenov zaporedja, ki leºijo izven ε-ske okolice limite, za ε = 10−35.
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7. Dano je zaporedje s splo²nim £lenom an = 5n2+2n−3
n+1

(a) Zapi²ite prvi, drugi in tretji £len zaporedja.

(b) Ali je ²tevilo 17 £len zaporedja?

(c) Izra£unajte limito zaporedja, £e obstaja.

8. Dano je zaporedje s splo²nim £lenom an = 19n+21
n2+1

(a) Ali je ²tevilo 1 £len zaporedja?

(b) Izra£unajte limito zaporedja, £e obstaja.

9. Podano imamo zaporedje s splo²nim £lenom an = 2n−3
3n+2 .

(a) Poi²£ite limito danega zaporedja.

(b) Izra£unajte od katerega £lena naprej leºijo vsi £leni zaporedja v ε-okolici limite za ε = 1
10 .

10. Za zaporedje s splo²nim £lenom an = 2n2+1
n2+1

ugotovite limito in izra£unajte koliko £lenov leºi
zunaj ε-okolice limite, £e je ε = 1

901 .

11. Podano imamo zaporedje s splo²nim £lenom an = 3n+4
n2+12

.

(a) Poi²£ite limito danega zaporedja.

(b) Izra£unajte od katerega £lena naprej leºijo vsi £leni zaporedja v ε-okolici limite za ε = 1
10 .

12. Podano imamo zaporedje s splo²nim £lenom an = 3n+4
n+12 .

(a) Poi²£ite limito danega zaporedja.

(b) Izra£unajte od katerega £lena naprej leºijo vsi £leni zaporedja v ε-okolici limite za ε = 1
20 .

13. Zapi²ite splo²ni £len aritmeti£nega zaporedja, £e je

(a) a1 = −3 in d = 4
5 ;

(b) a5 = 20 in a8 = 30.

14. Zapi²ite splo²ni £len geometri£nega zaporedja, £e je

(a) a1 = 1
3 in q = −3;

(b) a5 = 36 in a7 = 4.

15. Izra£unajte vsoto geometri£ne vrste 2− 2
5 + 2

25 − ...

5.1 Re²itve

1. (a) Zaporedje je nara²£ajo£e, £e je an+1 ≥ an oz. an+1− an ≥ 0 za vse n ∈ N. Preveriti je torej
potrebno, £e je 2(n+1)−7

3(n+1)+2 −
2n−7
3n+2 ≥ 0. Izra£unajmo 2(n+1)−7

3(n+1)+2 −
2n−7
3n+2 = 25

(3n+5)(3n+2) kar pa je
zagotovo nenegativno (celo pozitivno), saj je n ∈ N in kot tak pozitiven. Zaporedje je torej
strogo nara²£ajo£e.

(b) �e delimo ²tevec z imenovalcem, dobimo 2n−7
3n+2 = 2

3 −
25

9n+6 in vidimo, da je 2
3 tak²no ²tevilo,

ki ga noben £len zaporedja ne preseºe. 2
3 je tudi najmanj²e tak²no ²tevilo, zato je to kar

natan£na zgornja meja, zaporedje je torej navzgor omejeno.

(c) Ker je zaporedje nara²£ajo£e, je spodnja meja kar prvi £len zaporedja. Zaporedje je torej
navzdol omejeno, spodnja meja je −1.
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(d) Zaporedje je monotono in omejeno, zato nujno konvergentno, njegova limita je a = limn→∞
2n−7
3n+2 =

limn→∞
2− 7

n

3+ 2
n

= 2
3 .

2. (a) Zaporedje je strogo padajo£e in navzgor in navzdol omejeno, zato tudi konvergentno. Limita
je a = 0.

(b) Zaporedje je padajo£e, navzgor in navzdol omejeno. Je konvergentno z limito a = 1
2 .

(c) Zaporedje je padajo£e, navzgor in navzdol omejeno. Je konvergentno z limito a = 0.

(d) Zaporedje ni monotono, je navzgor in navzdol omejeno. Ni konvergentno.

3. (a) Dokazati je potrebno, da velja an+1 − an ≤ 0 za vsak n ∈ N. Ko vstavimo in izra£unamo,
dobimo 5n+3

n2+3n+1
− 5n−2

n2+n−1 ≤ 0 oz. 5n2 + n+ 1 ≥ 0. Funkcija na levi strani neena£be je res
povsod pozitivna, zato je zaporedje strogo padajo£e.

(b) Natan£na zgornja meja je prvi £len zaporedjaM = 3, natan£na spodnja meja je enaka limiti
zaporedja m = 0.

(c) Limita je a = 0.

(d) Za £lene, ki leºijo izven ε-ske okolice limite, velja
∣∣∣ 5n−2
n2+n−1

∣∣∣ ≥ 10−3. Ko preuredimo, dobimo

neena£bo n2 − 4999n + 1999 ≤ 0. Ko re²imo ena£bo n2 − 4999n + 1999 = 0, dobimo dve
re²itvi: x1 ≈ 0, 4 in x2 = 4998, 6. Naravna ²tevila, za katera je neenakost izpolnjena, so
torej med 1 in 4998 (vklju£no s tema dvema). Torej izven ε-ske okolice leºi 4998 £lenov
zaporedja.

4. (a) limn→∞
2n−1
3n+2 = limn→∞

2− 1
n

3+ 2
n

=
limn→∞ 2−limn→∞ 1

n

limn→∞ 3+2 limn→∞
1
n

= 2−0
3+2·0 = 2

3 ;

(b) limn→∞
√
n2 − n−n = limn→∞

(
√
n2−n−n)(

√
n2−n+n)√

n2−n+n = limn→∞
−n√

n2−n+n = limn→∞
−1√

1− 1
n
+1

=

−1
2 ;

(c) limn→∞

(
2n+4
3n+7

)4
= limn→∞

(
2+ 4

n

3+ 7
n

)4
= (23)

4 = 16
81 ;

(d) Limita ne obstaja;

(e) 1
2 ;

(f) limn→∞(
√
n+ 1−

√
n) = limn→∞

(
√
n+1−

√
n)(
√
n+1+

√
n)√

n+1+
√
n

= limn→∞
1√

n+1+
√
n
= 0;

(g) 4;

(h) Limita ne obstaja.

(i) 1
9 ;

(j) 4
3 ;

(k) −5
2 .

5. (a) limn→∞
n

n2+1
= limn→∞

1
n

1+ 1
n2

= 0; Veljati mora |an − a| < ε, torej | n
n2+1
| < 1

10 . Ker

je n ∈ N je izraz znotraj absolutne vrednosti pozitiven. Ko uredimo, dobimo neena£bo
n2 − 10n + 1 > 0, katere re²itve zado²£ajo n1 < 5 −

√
24 ≈ 0, 1 in n2 > 5 +

√
24 ≈ 9, 9.

Prva re²itev seveda ne pride v po²tev, saj n ∈ N, velja torej, da od 10 £lena naprej vsi £leni
leºijo v ε-ski okolici limite.

(b) a = 0, n > 50;

(c) a = 3
4 , n > 31;
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(d) a = 2, n > 44.

6. (a) Zaporedje je padajo£e.

(b) Zaporedje je omejeno. Natan£na zgornja meja je M = e−1, natan£na spodnja meja je
m = 0.

(c) Limita je a = 0.

(d) 9 £lenov leºi izven ε-ske okolice limite.

7. (a) a1 = 5+2−3
2 = 2, a2 = 20+4−3

3 = 7, a3 = 45+6−3
4 = 12.

(b) Da bo ²tevilo 17 £len zaporedja, mora veljati 17 = 5n2+2n−3
n+1 . Ko ena£bo preoblikujemo,

dobimo ena£bo n2 − 3n− 4 = 0, katere re²itvi sta n1 = 4 in n2 = −1. Ker je n ∈ N, druga
re²itev odpade, velja torej, da je ²tevilo 17 £etrti £len zaporedja oz. a4 = 17.

(c) Zaporedje nima limite, ampak divergira.

8. (a) Je, za n = 20.

(b) Limita je enaka 0.

9. (a) Limita je enaka 2
3 .

(b) Od 14. £lena naprej.

10. Limita je enaka 2. 30 £lenov zaporedja.

11. (a) Limita je enaka 0.

(b) Od 31. £lena naprej.

12. (a) Limita je enaka 3.

(b) Od 628. £lena naprej.

13. Upo²tevamo, da lahko splo²ni £len aritmeti£nega zaporedja zapi²emo kot an = a1 + (n− 1)d.

(a) an = 1
5(4n− 19);

(b) Iz nastavka a8 = a5 + 3d izra£unamo diferenco d = 10
3 . Prvi £len zaporedja izrazimo iz

a8 = a1 + 7d ⇒ a1 =
20
30 . Vstavimo v obliko za splo²ni £len in dobimo an = 10

3 + 10
3 n.

14. Splo²ni £len geometri£nega zaporedja zapi²emo kot an = a1q
n−1.

(a) an = −1
9(−3)

n;

(b) Najprej izra£unamo kvocient iz a7
a5

= q2 ⇒ 4
36 = q2. Dobimo dva kvocienta q1 = 1

3 in
q2 = −1

3 . Prvi £len zaporedja izra£unamo iz a7 = a1q
6 ⇒ a1 = 2916. Splo²ni £len je

torej an = 2916(±1
3)
n−1. Dobimo torej dve zaporedji an = 8748(13)

n = 4
3n−7 in an =

(−1)n−1 4
3n−7 .

15. Prvi £len geometri£ne vrste je a = 2, kvocient je q = −1
5 . Kvocient je po absolutni vrednosti

manj²i od 1, zato je vrsta konvergentna. Vsota se izra£una S = a
1−q = 1

1+ 1
5

= 5
3 .



FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE 34

6 FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

1. Poi²£ite de�nicijsko obmo£je naslednjih funkcij:

(a) f1(x) = ln(x2 − 2x− 3); (b) f2(x) = 2x− 1;

(c) f3(x) = 6

√
1
x ; (d) f4(x) = 2x

x2−1 ;

(e) f5(x) =
√
|x| − 1; (f) f6(x) =

√
x2 − 2x− 3;

(g) f7(x) =
√
1− x2; (h) f8(x) = log2(x

2 − 2x− 3);
(i) f9(x) =

√
x; (j) f10(x) = ln x−2

2x+5 ;

(k) f11(x) = arcsin(x− 1); (l) f12(x) = arccos x−12x ;
(m) f13(x) = 2 sinx; (n) f14(x) = (x2 + 3x− 1)e2x−1;

(o) f15(x) = x−1
(x2+2x+1)(x2−4) ; (p) f16(x) = (1 + x)

1
x .

2. Zapi²ite kompozituma f ◦ g in g ◦ f , £e je

(a) f(x) = e−x in g(x) = 1− lnx; (b) f(x) = x+ 1 in g(x) = x
x+1 ;

(c) f(x) = x2 in g(x) = x− 1; (d) f(x) = x+ 3 in g(x) = x− 1;
(e) f(x) = x2 + 6x− 1 in g(x) = 1

2x+1 ; (f) f(x) = ex in g(x) = lnx;
(g) f(x) = x+ 2 in g(x) = x+3

x−1 ; (h) f(x) = |x| in g(x) = lnx;
(i) f(x) = ex in g(x) = x2; (j) f(x) = x2 in g(x) = 2x+ 1;
(k) f(x) = x

2 in g(x) = lnx2.

3. Naj bo f(x) = 2 ln(3x−24 )− 3.

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije f ;

(b) Zapi²ite inverzno funkcijo f−1(x).

4. Naj bo f(x) = 2e
x

1+x .

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije f ;

(b) Zapi²ite inverzno funkcijo f−1(x).

5. Naj bo f(x) = 1 + ln(x+ 2).

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije f ;

(b) Zapi²ite inverzno funkcijo f−1(x).

6. Skicirajte grafe racionalnih funkcij (naj vam bo v pomo£ izra£un ni£el, polov, asimptote, prese-
£i²£e z ordinatno osjo, sodost, lihost...).

(a) f(x) = x2−1
x2+2

; (b) g(x) = x2−3x+2
2x+3 ;

(c) h(x) = x5−x3−2x
x4+16

; (d) i(x) = (x−1)(x+1)2

(x−2)2 .

7. Skicirajte grafe funkcij

(a) f(x) = 2x − 1; (b) g(x) = log10 x;
(c) i(x) = cos(x− π

3 ); (d) h(x) = sin 2x.

8. Izra£unajte limite
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(a) limx→2(x
2 − 2x+ 1)2;

(b) limx→0
sin 2x
x ;

(c) limx→0
sin2 x
4x2

;

(d) limx→0
1−cosx

x .

9. Naj bo f(x) = (x−1)2(x+2)
(x−2)2(x+1)

dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(c) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(d) Skicirajte graf funkcije f .

10. Naj bo f(x) = x2−2x+1
x2−2x−3 dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(c) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(d) Skicirajte graf funkcije f .

11. Naj bo f(x) = x2

(x−2)2(x+1)
dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(c) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(d) Skicirajte graf funkcije f .

12. Naj bo f(x) = (x+1)(x−2)2
(x+2)2(x−1) dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(c) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(d) Skicirajte graf funkcije f .

13. Naj bo f(x) = (x−1)(x+2)2

(x−2)2(x+1)
dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(c) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(d) Skicirajte graf funkcije f .

6.1 Re²itve:

1. (a) Pogoj x2 − 2x− 3 = (x− 3)(x+ 1) ≥ 0 je izpolnjen samo za x ≥ 3 in x ≤ −1. De�nicijsko
obmo£je je torej (−∞,−1) ∪ (3,∞);

(b) Funkcija je polinom 1. stopnje (graf je premica) in zato de�nirana povsod: Df2 = R.
(c) Zadostiti moramo pogoju 1

x ≥ 0 zaradi korenjenja s sodo stopnjo in x 6= 0, ker se nahaja v
imenovalcu. Dobimo torej Df3 = (0,∞);
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(d) Df4 = R−−1, 1;
(e) Df5 = (−∞,−1] ∪ [1,∞);

(f) Df6 = (−∞,−1] ∪ [3,∞);

(g) Df7 = [−1, 1];
(h) Df8 = (−∞,−1) ∪ (3,∞);

(i) Df9 = [0,∞);

(j) Pogoj x−2
2x+5 > 0 je izpolnjen za x iz (−∞,−5

2) ∪ (2,∞);

(k) Funkcija arcsinx je de�nirana na [−1, 1], veljati mora torej −1 ≤ x − 1 ≤ 1, x torej lahko
izbiramo iz [0, 2];

(l) Df12 = (−∞,−1] ∪ [13 ,∞);

(m) Df13 = R;
(n) Eksponentna funkcija in polinomi so de�nirani na celi realni osi: Df14 = R;
(o) Df15 = R− {−2,−1, 2};
(p) Df16 = R− {0}.

2. (a) (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(1− lnx) = elnx−1 = elnxe−1 = e−1x in
(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(e−x) = 1− ln e−x = 1 + x;

(b) (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f( x
x+1) =

x
x+1 + 1 in (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(x+ 1) = x+1

x+2 ;

(c) (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x− 1) = (x− 1)2 in (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 − 1;

(d) (f ◦ g)(x) = x+ 2, (g ◦ f)(x) = x+ 2;

(e) (f ◦ g)(x) = 4x2+16x+8
4x2+4x+1

, (g ◦ f)(x) = 1
2x2+12x−1 ;

(f) (f ◦ g)(x) = x, (g ◦ f)(x) = x;

(g) (f ◦ g)(x) = 3x+1
x−1 , (g ◦ f)(x) =

x+5
x+1 ;

(h) (f ◦ g)(x) = |lnx|, (g ◦ f)(x) = ln |x|;
(i) (f ◦ g)(x) = ex

2
, (g ◦ f)(x) = e2x.

(j) (f ◦ g)(x) = 4x2 = 4x = 1, (g ◦ f)(x) = 2x2 + 1;

(k) (f ◦ g)(x) = lnx2

2 , (g ◦ f)(x) = ln(x2 )
2.

3. (a) Df = (23 ,∞);

(b) Inverzno funkcijo f−1 dobimo tako, da zamenjamo vlogi x in y v funkcijskem predpisu. Tako

dobimo x = 2 ln(3y−24 ) − 3. Ko preoblikujemo izraz, dobimo y = 4e
x+3
2

3 + 2
3 , torej predpis

za inverzno funkcijo se glasi f−1(x) = 4e
x+3
2

3 + 2
3 .

4. (a) Df = R− {−1};

(b) f−1(x) =
ln x

2
1−ln x

2
.

5. (a) Df = (−2,∞);

(b) f−1(x) = ex−1 − 2.

6. (a) Ni£le: x2 − 1 = 0 ⇒ x1 = −1, x2 = 1, Poli: x2 + 2 = 0, ni realnih re²itev torej polov ni.
Asimptote: (x2 − 1) : (x2 + 2) = 1− 3

x2+2
, vodoravna asimptota je y = 1.

Prese£i²£e z ordinatno osjo: f(0) = −1
2 , T0(0,−

1
2),
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Slika 1: Naloga 6 (a) Graf funkcije f(x) = x2−1
x2+2

-1 1

-1

1

Funkcija je soda, ker f(−x) = (−x)2−1
(−x)2+2

= x2−1
x2+2

= f(x),

(b) Ni£le: x2 − 3x+ 2 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = 2,
Poli: 2x+ 3 = 0, pol je x = −3

2 , torej imamo navpi£no asimptoto x = −3
2 .

Asimptote: (x2 − 3x+ 2) : (2x+ 3) = 1
2x−

9
4 + 13

2(2x+3) , po²evna asimptota je torej y = 1
2x−

9
4 .

Prese£i²£e z ordinatno osjo: f(0) = 2
3 , T0(0,

2
3),

Funkcija ni ne soda ne liha.

Slika 2: Naloga 6 (b) Graf funkcije g(x) = x2−3x+2
2x+3

-

3

2
1 2

9

2

-

9

4

2

3
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Slika 3: Naloga 6 (c) Graf funkcije h(x) = x5−x3−2x
x4+16

- 2 2

-1

1

Slika 4: Naloga 6 (d) Graf funkcije i(x) = (x−1)(x+1)2

(x−2)2

-5 -1 1 2

1

5

Slika 5: Naloga 7 (a) Graf funkcije f(x) = 2x − 1

7.

-3 -2 -1 1 2 3
x

-1

1

2

3
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Slika 6: Naloga 7 (b) Graf funkcije g(x) = log10 x

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

(7c) Ni£le: Izpolnjen mora biti pogoj x − π
3 = π

2 + kπ, k ∈ Z, ni£le so torej oblike x = 5π
6 + kπ.

Prese£i²£e z ordinatno osjo: cos(0− π
3 ) =

1
2 , vrednost 1 doseºe pri π3 + 2kπ, vrednost −1 doseºe

pri 4π
3 + 2kπ.

Slika 7: Naloga 7 (c) Graf funkcije i(x) = cos(x− π
3 ):

-
7 Π

6
-

Π

2
-

Π

6

Π

2

5 Π

6
Π

-1

1

2

1

Slika 8: Naloga 7 (d) Graf funkcije h(x) = sin 2x:

-Π -
Π

2

Π

4

Π

2
Π

-1

1
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8. (a) Polinom je funkcija zvezna v vsaki to£ki, torej tudi v x = 2, zato velja limx→2 f(x) = f(2) =
1.

(b) Vemo, da je limx→0
sinx
x = 1, zato preoblikujemo izraz limx→0

sin 2x
x = limx→0

2 sin 2x
2x =

2 limx→0
sin 2x
2x = 2 · 1 = 2.

(c) 1
4 ;

(d) 0.

9. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {−1, 2}
(b) Ni£le x1,2 = 1, x3 = −2, poli: x1 = −1, x2,3 = 2, T0(0, 12).

(c) Asimptota: y = 1.

(d) Graf funkcije f :

-2 -1 1 2
-1

1

10. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {−1, 3}
(b) Ni£le x1,2 = 1, poli: x1 = −1, x2 = 3, T0(0,−1

3).

(c) Asimptota: y = 1.

(d) Graf funkcije f :

-1 1 3
-1

1

11. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {−1, 2}
(b) Ni£le x1,2 = 0, poli: x1 = −1, x2,3 = 2, T0(0, 0).

(c) Asimptota: y = 0.

(d) Graf funkcije f :
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-1 1 2
-1

1

12. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {−2, 1}
(b) Ni£le x1 = −1, x2,3 = 2, poli: x1,2 = −2, x3 = 1, T0(0,−1).
(c) Asimptota: y = 1.

(d) Graf funkcije f :

-2 -1 1 2
-1

1

13. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {2,−1}
(b) Ni£le x1 = 1, x2,3 = −2, poli: x1,2 = 2, x3 = −1, T0(0,−1).
(c) Asimptota: y = 1.

(d) Graf funkcije f :

-2 -1 1 2
-1

1
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7 ODVOD FUNKCIJE

1. Poi²£ite odvode naslenjih funkcij.

(a) f1(x) = x3 + 1
2x

2 − 5; (b) f2(x) =
7
√
x4;

(c) f3(x) = 2
x −

3
√
x−1; (d) f4(x) = 4 cosx− 3ex + lnx;

(e) f5(x) = −x
2 − sin π

7 ; (f) f6(x) = 5(x− 1) + ln 3;
(g) f7(x) = (x− 2)(x+ 3) + 10; (h) f8(x) = x+1

5 .

2. Po pravilu za odvajanje produkta in kvocienta odvajajte naslednje funkcije.

(a) f(x) = x
x+1 ; (b) f(x) = 2x−1

3x−4 ;
(c) f(x) = x2+2x

x2−9 ; (d) f(x) = x2

x3+1
;

(e) f(x) = x
√
x; (f) f(x) = cosxex;

(g) f(x) = (x2 + 1) arcsinx; (h) f(x) = (2x− 1)ex sinx;
(i) f(x) = x2

x+2 ; (j) f(x) = x3−x+2
ex sinx .

3. Poi²£ite odvode naslenjih posrednih funkcij.

(a)f(x) =
√
1 + x2 ; (b) f(x) = (x+ 1)3(x− 3)2;

(c) f(x) =
√
x2 + 1; (d) f(x) = 1√

x2+1
;

(e) f(x) = tan(2x− 1); (f)f(x) = (x2 + 1)5 ;
(g) f(x) = x√

1+x2
; (h) f(x) = ln x−1

x+1 ;

(i) f(x) = ln(x+
√
x2 + a; (j) f(x) = ln x2+1

x+1 ;
(k) f(x) = 3

√
1− sinx; (l) f(x) = arctan x+1

x−1 ;
(m) f(x) = 6ex

2
; (n) f(x) = e2x−1;

(o) f(x) = xe3x+2; (p) f(x) = sin(3x− 3);
(q) f(x) = x2 ln(x2 + 2x+ 1); (r) f(x) = (x2 + 1)−2;
(s) f(x) = (2x2 + 3x)2; (t) f(x) = (x2 − 1)4x4.

4. Izra£unajte odvode funkcij.

(a) f(x) = (2x2 + 3)2(1− x2)3; (b) f(x) = (1 + x)−1 + (1− x)−1;
(c) f(x) =

√
2x− 1; (d) f(x) = x2

√
2 + x;

(e) f(x) = 3
√

(x3 + 1)2; (f) f(x) =
√

1−x
1+x ;

(g) f(x) = 2x−x4
(x3+1)2

; (h) f(x) =
√

x2−1
x2+1

;
(i) f(x) = 5 cos 7x; (j) f(x) = cos4 x;
(k) f(x) = 3 sin2 2x; (l) f(x) = x3 lnx;
(m) f(x) = lnx

x ; (n) f(x) = ln(1− 2x).

5. Izra£unajte peti odvod naslednjih funkcij.

(a) f1(x) = x4 + 5x2 + 6;

(b) f2(x) = sinx;

(c) f3(x) = cos(2x+ 3);

(d) f4(x) = ln(πx);

(e) f5(x) = 1
x+1 .
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6. Za naslednje funkcije poi²£ite intervale nara²£anja in padanja:

(a) f(x) = ex − x− 1; (b) f(x) = x3 − 3x;
(c) f(x) = x2 − 1; (d) f(x) = 2− 2x+ 3x2 − x3;
(e) f(x) = 2x− sinx; (f) f(x) = 2xe−x;
(g) f(x) = x+1

ex ; (h) f(x) = 1
x2+1

;

(i) f(x) = (x−2)(x−1)
(x+2)(x+1) .

7. Izra£unajte stacionarne to£ke funkcije

(a) f(x) =
√

(x+2)2

(x−2)(x−1) ,

(b) f(x) =
√

(x+1)2

(x−2)(x−1) ,

(c) f(x) = 3x5 − 50x3 + 135x+ 45,

(d) f(x) = 3x5 − 25x3 + 60x+ 2,

8. Poi²£ite in klasi�cirajte stacionarne to£ke funkcij

(a) f(x) = x2 + x+ 1; (b) f(x) = x2−x−2
x+2 ;

(c) f(x) = (x3 + x2 − x− 5)ex; (d) f(x) = ex

x2+1
;

(e) f(x) = 1+lnx
x ; (f) f(x) = lnx

x ;
(g) f(x) = 1

3x
3 − x2 − 3x+ 2, (h) f(x) = 2x4 − 32x2 − 10,

(i) f(x) = x2−1
x2+1

, (j)f(x) = xe−3x.

9. Poi²£ite lokalne ekstreme funkcij

(a) f(x) = ln(x2 + 1), (b) f(x) = x
lnx ,

(c) f(x) = x+
√
3− x. (d) f(x) = xe−2x,

(e) f(x) = −x3 + 9x2 − 15x+ 3, (f) f(x) = x2−2x+2
x−1 ,

(g) f(x) = x3

x2+3
, (h) f(x) = 16

x(4−x2) ,

(i) f(x) =
√

1
2x

4 − x2 + 1
2 . (j) f(x) =

√
x2+x−1
(x+1)2

(k) f(x) =
√

x2+x−2
(x+1)2

(l) f(x) = x2ex

10. S pomo£jo diferencialov izra£unajte pribliºne vrednosti za

(a) e0,01; (b)
√
0, 999;

(c) sin 30, 5◦; (d) (1, 01)10;
(e) ln(2, 6); (f) sin(0, 02);
(g) e0,1

11. S pomo£jo diferenciala ocenite vrednost podane funkcije v to£ki 0, 1.

(a) f(x) = x2+2x+2
x−1 ;

(b) f(x) = 2x2−2x+1
x−1 .

12. Kak²na valjasta konzerva ima pri dani prostornini najmanj²o povr²ino?

13. Dana je funkcija f(x) = 1
x2+1

.

(a) Dolo£ite lokalne ekstreme.
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(b) Zapi²ite intervale konkavnosti in konveksnosti.

14. Poi²£ite ekstreme in prevoje funkcij

(a) f(x) = (x2 + 4x+ 5)e−x,

(b) f(x) = (x2 + 1)e−x.

15. Dana je funkcija y = x2(2x+ 1)− 1.

(a) Poi²£ite ekstreme funkcije.

(b) Zapi²ite interval, na katerem je funkcija konveksna.

16. Dana je funkcija y = 2x3 − x2 + 1.

(a) Poi²£ite ekstreme funkcije.

(b) Zapi²ite interval, na katerem je funkcija konkavna.

17. Dolo£ite prevoje za f(x) ter intervale, kjer je konkaven (konveksen) graf funkcije f(x):

(a) (x+ 3)11 + 11x+ 6;

(b) x2 + x−1;

(c) x2−1
x2−4x+4

;

(d) x(lnx)2.

18. Naj bo f(x) = 1
6(3x

4 + 4x3 − 12x2) dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le funkcije.

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Skicirajte graf funkcije f .

19. Naj bo f(x) = sin2 x+ sinx dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le funkcije.

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Skicirajte graf funkcije f .

20. Naj bo f(x) = x2√
1+x

dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le in pole funkcije.

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Skicirajte graf funkcije f .

21. Naj bo f(x) = (2x−3)2
x2−3x+2

dana funkcija.

(a) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.
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(b) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Skicirajte graf funkcije f .

22. Naj bo f(x) = x2+1
x2−2x−3 dana funkcija.

(a) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(b) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Skicirajte graf funkcije f .

23. Naj bo f(x) = x
lnx dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le in pole funkcije.

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Skicirajte graf funkcije f .

24. Naj bo f(x) = 2x2+3
x2−3x dana funkcija.

(a) Izra£unajte ni£le, pole in prese£i²£e z ordinatno osjo, £e obstajajo.

(b) Poi²£ite asimptoto funkcije f .

(c) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Skicirajte graf funkcije f .

25. Naj bo f(x) = xe3x+1 dana funkcija.

(a) Zapi²ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le.

(c) Poi²£ite asimptote.

(d) Izra£unajte ekstreme funkcije f .

(e) Skicirajte graf funkcije f .

26. Naj bo f(x) = (1− x2)e−x dana funkcija.

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le.

(c) Izra£unajte lokalne ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Zapi²ite intervale konveksnosti in konkavnosti.

(f) Preverite obna²anje funkcije na mejah de�nicijskega obmo£ja.

(g) Nari²ite graf funkcije f .
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27. Naj bo f(x) = x−1ex dana funkcija.

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le.

(c) Poi²£ite asimptote.

(d) Izra£unajte lokalne ekstreme funkcije f .

(e) Nari²ite graf funkcije f .

28. Naj bo f(x) = x3ex dana funkcija.

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le.

(c) Izra£unajte lokalne ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Zapi²ite intervale konveksnosti in konkavnosti.

(f) Nari²ite graf funkcije f .

29. Naj bo f(x) = x
√
x+ 3 dana funkcija.

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte ni£le.

(c) Izra£unajte lokalne ekstreme funkcije f .

(d) Zapi²ite intervale nara²£anja in padanja.

(e) Zapi²ite intervale konveksnosti in konkavnosti.

(f) Nari²ite graf funkcije f .

30. Naj bo f(x) = x2(x−3)(x−1)
(x−2)(x−1)(x+2)2

dana funkcija.

(a) Dolo£ite de�nicijsko obmo£je funkcije.

(b) Izra£unajte pole in ni£le.

(c) Dolo£ite asimptoto funkcije.

(d) Izra£unajte lokalne ekstreme funkcije f .

(e) Nari²ite graf funkcije f .

31. Izra£unajte limito

(a) limx→0
sinx
x ;

(b) limx→0
lnx
x−2 ;

(c) limx→0(
1
x −

1
sinx);

(d) limx→∞ x
ne−x;

(e) limx→1
x2+x−2
2x2−x−1 ;
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7.1 Re²itve

1. (a) f ′1(x) = (x3 + 1
2x

2 − 5)′ = (x3)′ + 1
2(x

2)′ − (5)′ = 3x2 + 1
2 · 2x− 0 = 3x2 + x;

(b) f ′2(x) = (x
4
7 )′ = 4

7x
− 3

7 = 4

7
7√
x3
;

(c) f ′3(x) = − 2
x2

+ 1
3x 3√x ;

(d) f ′4(x) = −4 sinx− 3ex + 1
x ;

(e) f ′5(x) = −1
2 ;

(f) f ′6(x) = 5;

(g) f ′7(x) = 2x+ 1;

(h) f ′8(x) =
1
5 .

2. (a) f ′(x) = 1·(x+1)−x·1
(x+1)2

= 1
(x+1)2

;

(b) f ′(x) = − 5
(3x−4)2 ;

(c) f ′(x) = −2(x2+9x+9)
(x2−9)2 ;

(d) f ′(x) = 2x−x4
(x3+1)2

;

(e) f ′(x) = 1 ·
√
x+ x 1

2
√
x
= 3

2

√
x;

(f) f ′(x) = ex(cosx− sinx);

(g) f ′(x) = 2x arcsinx+ x2+1√
1−x2 ;

(h) f ′(x) = (2x+ 1)ex sinx+ (2x− 1)ex cosx;

(i) f ′(x) = x2+4x
(x+2)2

;

(j) f ′(x) = (3x2−1)ex sinx−(x3−x+2)ex(sinx+cosx)

e2x sin2 x
.

3. (a) Uporabimo pravilo za odvajanje posredne funkcije. De�niramo u = 1+x2, potem je y =
√
u

in y′(x) = y′(u(x))u′(x) = 1
2
√
1+x2

· 2x = x√
1+x2

;

(b) f ′(x) = ((x + 1)3(x − 3)2)′ = 3(x + 1)2(x + 1)′(x − 3)2 + (x + 1)32(x − 3)(x − 3)′ =
3(x+1)2(x−3)2+(x+1)32(x−3) = (x+1)2(x−3)(3x−9+2x+2) = (x+1)2(x−3)(5x−7);

(c) f ′(x) = (
√
x2 + 1)′ = 1

2
√
x2+1

· (x2 + 1)′ = 1
2
√
x2+1

· 2x = x√
x2+1

;

(d) f ′(x) = ((x2 + 1)−
1
2 )′ = −1

2(x
2 + 1)−

1
2
−1(x2 + 1)′ = −1

2(x
2 + 1)−

3
2 · 2x = − x√

(x2+1)3
;

(e) f ′(x) = 2
cos(2x−1) ;

(f) f ′(x) = ((x2 + 1)5)′ = 5(x2 + 1)4 · (x2 + 1)′ = 5(x2 + 1)4 · 2x = 10x(x2 + 1);

(g) f ′(x) =
1·
√
1+x2−x 1

2
(1+x2)−

1
2 2x

(
√
1+x2)2

=
1+x2√
1+x2

− x2√
1+x2

1+x2
= 1

(
√
1+x2)3

;

(h) f ′(x) = 1
x−1
x+1

(x−1x+1)
′ = x+1

x−1 ·
1(x+1)−1(x−1)

(x+1)2
= ... = 2

x2−1 ;

(i) f ′(x) = 1√
x2+a

;

(j) f ′(x) = x2+2x−1
(x+1)(x2+1)

;

(k) f ′(x) = − cosx

3 3
√

(1−sinx)2
;

(l) f ′(x) = − 1
x2+1

;
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(m) f ′(x) = 12xex
2
;

(n) f ′(x) = 2e2x−1;

(o) f ′(x) = (3x+ 1)e3x+2;

(p) f ′(x) = 3 cos(3x− 3);

(q) f ′(x) = 2x ln(x2 + 2x+ 1) + 2x2

x+1 ;

(r) f ′(x) = −4x(x2 + 1)−3;

(s) f ′(x) = 2(2x2 + 3x)(4x+ 3);

(t) f ′(x) = 4(x3 − x)3(3x2 − 1);

4. (a) f ′(x) = −10x(2x2 + 3)(1− x2)2(2x2 + 1);

(b) f ′(x) = 4x(1− x)−2(1− x)−2;
(c) f ′(x) = 1√

2x−1 ;

(d) f ′(x) = 5x2+8x
2
√
2+x

;

(e) f ′(x) = 2x2
3√x3+1

;

(f) f ′(x) = − 1√
1−x
√

(1+x)3
;

(g) f ′(x) = 2x6−14x3+2
(x3+1)3

;

(h) f ′(x) = 2x√
(x2−1)(x2+1)3

;

(i) f ′(x) = −35 sin 7x;
(j) f ′(x) = −4 cos3 x sinx;
(k) f ′(x) = 12 sin 2x cos 2x = 6 sin 4x;

(l) f ′(x) = x2(3 lnx+ 1);

(m) f ′(x) = x−2(1− lnx);

(n) f ′(x) = 2
2x−1 ;

5. (a) f ′1(x) = 4x3 + 10x, f ′′1 (x) = 12x2 + 10, f ′′′1 (x) = 24x, f (4)1 (x) = 24, f (5)1 (x) = 0;

(b) f ′2(x) = cosx, f ′′2 (x) = − sinx, f ′′′2 (x) = − cosx, f (4)2 (x) = sinx, f (5)2 (x) = cosx;

(c) f (5)3 (x) = −32 sin(2x+ 3);

(d) f (5)4 (x) = 24x−5;

(e) f (5)5 (x) = −120(x+ 1)−6;

6. (a) Izra£unamo prvi odvod funkcije: f ′(x) = ex − 1. �e je x > 0, je ex > 1 in zato f ′(x) > 0
na (0,∞) in tam torej funkcija nara²£a. Izven tega intervala, torej na (−∞, 0) pa funkcija
pada.

(b) Prvi odvod funkcije: f ′(x) = 3x2 − 3. Nari²emo graf te funkcije in iz slike od£itamo, kje so
funkcijske vrednosti pozitivne in kje negativne. Druga moºnost: 3x2 − 3 = 3(x2 − 1). �e
je x2 > 1, je f ′(x) > 0 in funkcija f nara²£a. Za x2 < 1 pa je f ′(x) < 0 in f pada. Torej
funkcija nara²£a na (−∞,−1) ∪ (1,∞) in pada na (−1, 1).

(c) Funkcija pada na (−∞, 0) in nara²£a na (0,∞);

(d) Funkcija pada na (−∞, 1−
√
3
3 ) ∪ (1 +

√
3
3 ,∞) in nara²£a na (1−

√
3
3 , 1 +

√
3
3 );

(e) Povsod nara²£a.
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(f) Nara²£a na (−∞, 1) in pada na (1,∞);

(g) Funkcija pada na (0,∞) in nara²£a na (−∞, 0);
(h) Funkcija pada na (0,∞) in nara²£a na (−∞, 0);
(i) Funkcija pada na (−1, 1) in nara²£a na (−∞,−1) ∪ (1,∞).

7. (a) Izra£unamo prvi odvod funkcije:
(√

(x+2)2

(x−2)(x−1)

)′
=

−7x2−4x+20

(x2−3x+2)2

2

√
(x+2)2

(x−2)(x−1)

. Stacionarne to£ke so ni£le

prvega odvoda, zato moramo re²iti ena£bo −7x2 − 4x+ 20 = 0, torej x1 = −2 in x2 = 10
7 ,

ampak 10
7 ni element de�nicijskega obmo£ja, zato je stacionarna to£ka samo x1 = −2.

(b) x = −1,
(c) Izra£unamo ni£le prvega odvoda funkcije: f(x) = 15x4−150x2+135 = 0⇒ x4−10x2+9 =

(x2 − 1)(x2 − 9) = (x− 1)(x+ 1)(x− 3)(x+ 3) = 0. Re²itve te ena£be in zato stacionarne
to£ke so x1 = 1, x2 = −1, x3 = 3, x4 = −3.

(d) x1 = 1, x2 = −1, x3 = 2, x4 = −2.

8. (a) Izra£unamo prvi odvod funkcije in ga ena£imo z 0: f ′(x) = 2x + 1 = 0 ⇒ x = −1
2 .

Izra£unamo ²e drugi odvod f ′′(x) = 2 > 0 zato pri x = −1
2 funkcija zavzame minimum.

(b) Izra£unamo prvi odvod f ′(x) = (2x−1)(x+2)−(x2−x−2)·1
(x+2)2

= x2+4x
(x+2)2

. Stacionarne to£ke so ni£le

prvega odvoda, torej x2 + 4x = 0 in dobimo x1 = 0 in x2 = −4. �e funkcija v teh to£kah
zavzame minimum ali maksimum tokrat dolo£imo brez uporabe drugega odvoda, preverimo
nara²£anje in padanje funkcije. Izra£unajmo f ′(−5) = 5

9 > 0 in f ′(−1) = −3 < 0, funkcija
torej levo od stacionarne to£ke x2 = −4 nara²£a, desno od nje pa pada, pri x2 = −4 je
torej doseºen maksimum. Podobno izra£unajmo ²e f ′(1) = 5

9 > 0, funkcija torej levo od
stacionarne to£ke x1 = 0 pada (saj je f ′(−1) = −3 < 0) in desno od nje nara²£a, pri x1 = 0
torej funkcija zavzame minimum.

(c) pri x1 = 1, x2 = −3 je minimum in pri x3 = −2 je maksimum;

(d) pri x = 1 je prevoj;

(e) pri x = 1 je maksimum.

(f) pri x = e je maksimum.

(g) Izra£unamo prvi odvod funkcije in njegove ni£le: f ′(x) = x2 − 2x− 3 = (x− 3)(x+ 1) = 0,
dobimo torej x1 = 3 in x2 = −1. �e izra£unamo drugi odvod funkcije f ′′(x) = 2x − 2
in vstavimo to£ki, dobimo f ′′(3) = 4 > 0, v tej to£ki je torej doseºen lokalni minimum in
f ′′(−1) = −4 < 0 v tej pa lokalni maksimum.

(h) Lokalni minimum v x = −
√
8 in x =

√
8, lokalni maksimum v x = 0.

(i) Lokalni maksimum v x = 0.

(j) Lokalni maksimum v x = 1
3 .

9. (a) Izra£unamo ni£le prvega odvoda: f ′(x) = 2x
x2+1

= 0 in dobimo re²itev x = 0. Izra£unamo

²e drugi odvod funkcije f : f ′′(x) = −2x2+2
(x2+1)2

, vstavimo f ′′(0) = 2 > 0, v to£ki x = 0 je torej
doseºen minimum. Izra£unajmo ²e ordinato: f(0) = ln 1 = 0. To£ka T (0, 0) je torej lokalni
minimum funkcije.

(b) T (e, e) je lokalni minimum funkcije.

(c) T (114 ,
13
14) je lokalni maksimum funkcije.

(d) T (12 ,
1
2e) je lokalni maksimum funkcije.
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(e) T1(1,−4) je lokalni minimum funkcije, T2(5, 28) je lokalni maksimum funkcije.

(f) T1(0,−2) je lokalni maksimum, T2(2, 2) je lokalni minimum funkcije.

(g) V to£kah x1 = −3, x2 = 0 in x3 = 3 ima funkcija prevoje.

(h) T1(
√

4
3 , 3
√
3) je lokalni minimum, T2(−

√
4
3 ,−3

√
3) je lokalni maksimum.

(i) T1(0,
√
2
2 ) je lokalni maksimum, T2(1, 0) je lokalni minimum in T3(−1, 0) je lokalni minimum.

(j) T (−3,
√
5
2 ) je lokalni maksimum.

(k) T (−5, 3
√
2

4 ) je lokalni maksimum.

(l) T1(0, 0) je lokalni minimum in T2(−2, 4e−2) je lokalni maksimum.

10. Uporabimo formulo f(x+ dx) ≈ f(x) + f ′(x)dx.

(a) V tem primeru imamo funkcijo f(x) = ex, x = 0, dx = 0, 01; Vstavimo v formulo in dobimo:
e0,01 ≈ 1 + 1 · 0, 01 = 1, 01.

(b) Vzamemo f(x) =
√
x, x = 1, dx = −0, 001; Torej

√
0, 999 ≈ 1 + 1

2(−0, 001) = 0, 9995.

(c) Vstavimo f(x) = sinx, x = 30◦ = π
6 , dx = 0, 5◦ = 1

2
π
180 = π

360 ; Tako je sin 30, 5◦ ≈
1
2 +

√
3
2 ·

π
360 ≈ 0, 5076.

(d) (1, 01)10 ≈ 1, 1;

(e) ln(2, 6) ≈ 2,6
e ;

(f) sin(0, 02) ≈ 0, 02;

(g) e0,1 ≈ 1, 1.

11. (a) f(0, 1) = −2, 4;
(b) f(0, 1) = −0, 9.

12. Prostornino konzerve ozna£imo z V . Dolo£iti moramo torej polmer r in vi²ino h tako, da bo
povr²ina P = 2πr2 + 2πrh minimalna. Ker je volumen �ksen V = πr2h, lahko izrazimo h z r:
h = V

πr2
in tako dobimo P = 2πr2+1πr · V

πr2
= 2(πr2+V r−1). Poiskati moramo torej minimum

funkcije f(r) = πr2 + V r−1. Odvajamo in ena£imo z 0, dobimo: f ′(r) = 2πr − V r−2 = 0 in

od tod re²itev ena£be: r = 3

√
V
2π . Ni teºko opaziti, da za r1 < r velja f ′(r1) < 0, za r1 > r pa

f ′(r1) > 0, zato je v dobljeni to£ki res minimum.

Izra£unajmo ²e vi²ino: h = V

π 3
√

( V
2π

)2
= 3

√
4V
π = 2r.

Da ima konzerva minimalno povr²ino, mora torej veljati h = 2r, tak²na konzerva ima obliko
enakostrani£nega valja.

13. Izra£unamo prvi in drugi odvod funkcije: f ′(x) = − 2x
(x2+1)2

, f ′′(x) = 2(3x2−1)
(x2+1)3

.

(a) Lokalne ekstreme i²£emo med ni£lami prvega odvoda: x = 0 je edina re²itev. Ker je
f ′′(0) = −2 < 0 je v to£ki x = 0 lokalni maksimum funkcije (to£ka T (0, 1)).

(b) Prevoje i²£emo med ni£lami drugega odvoda, torej 3x2− 1 = 0, dobimo 2 prevoja: x1 = 1√
3

in x2 = − 1√
3
. Za |x| > 1√

3
je f ′′(x) > 0 zato je funkcija konveksna na (−∞,− 1√

3
)∪( 1√

3
,∞).

Za |x| < 1√
3
pa je f ′′(x) < 0 in funkcija zato konkavna na (− 1√

3
, 1√

3
).

14. (a) Najprej izra£unamo stacionarne to£ke tako, da prvi odvod funkcije ena£imo z 0:
f ′(x) = (2x+ 4)e−x + (x2 + 4x+ 5)e−x(−1) = −e−x(x2 + 2x+ 1) = −e−x(x+ 1)2 = 0
⇒ x = −1, f(−1) = 2e⇒ T (−1, 2e) je stacionarna to£ka.
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Izra£unamo ²e drugi odvod funkcije
f ′′(x) = −e−x(−1)(x+ 1)2 − e−x2(x+ 1) = e−x(x+ 1)(x− 1) ⇒ f ′′(−1) = 0
Ker je tudi drugi odvod funkcije v stacionarni to£ki enak 0, izra£unamo tretji odvod:
f ′′′(x) = −e−x(x2 − 2x − 1) ⇒ f ′′′(−1) = −2e 6= 0, zato ima funkcija v to£ki T (−1, 2e)
prevoj.
Preverimo, £e ima funkcija ²e kak prevoj: f ′′(x) = e−x(x + 1)(x − 1) = 0, dobimo torej ²e
drugi prevoj (x2 = 1) in sicer v to£ki T2(1, 10e−1).

(b) T1(1, 2e−1) in T2(3, 10e−3) sta prevoja.

15. (a) Izra£unamo ni£le prvega odvoda: f ′(x) = 6x2 + 2x = 0, dobimo x1 = 0, x2 = −1
3 .

Izra£unamo drugi odvod funkcije: f ′′(x) = 12x+ 2 in vstavimo
f ′′(0) = 2 > 0 ⇒ T1(0,−1) je lokalni minimum,
f ′′(−1

3) = −2 < 0 ⇒ T2(−1
3 ,−

26
27) je lokalni maksimum.

(b) Funkcija je konveksna natanko tedaj, ko velja f ′′(x) > 0. Torej 12x + 2 > 0 oz. x > −1
6 .

Funkcija je torej konveksna na intervalu (−1
6 ,∞).

16. (a) T1(0, 1) je lokalni maksimum, T2(13 ,
26
27) je lokalni minimum.

(b) (−∞, 16).

17. (a) Prevoj v to£ki x = −3, funkcija je konkavna na (−∞,−3) in konveksna na (−3,∞).

(b) Prevoj v to£ki x = −1, funkcija je konkavna na (−1, 0) in konveksna na (−∞,−1)∪ (0,∞).

(c) Prevoj v to£ki x = −1
4 , funkcija je konkavna na (−∞,−1

4) in konveksna na (−1
4 , 2)∪ (2,∞).

(d) Prevoj v to£ki x = e−1, funkcija je konkavna na (0, e−1) in konveksna na (e−1,∞).

18. (a) Funkcija je polinom, zato je de�nirana povsod, torej Df = R.
(b) Ni£le dobimo iz ena£be: x2(3x2 + 4x− 12) = 0, tako je x1,2 = 0 dvojna ni£la in dobimo ²e

dve ni£li: x3,4 = −2±2
√
10

3 .

(c) Ekstreme dobimo iz prvega odvoda funkcije: f ′(x) = 1
6(12x

3+12x2−24x) = 2x(x2+x−2) =
2x(x + 2)(x − 1). Ni£le prvega odvoda so torej x1 = −2, x2 = 0 in x3 = 1. Preverimo
predznak prvega odvoda ali izra£unamo drugi odvod in ugotovimo, da sta to£ki T1(−2,−16

3 )
in T3(1,−5

6) lokalna minimuma, to£ka T2(0, 0) pa lokalni maksimum funkcije.

(d) Funkcija nara²£a na (−2, 0) ∪ (1,∞) in pada na (−∞,−2) ∪ (0, 1).

1

3
J-2 - 2 10 N -2 -1

1

3
J2 10 - 2N

-

16

3

-

5

6

1

19. (a) De�nicijsko obmo£je je cela realna os.
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(b) Ni£le: sinx(sinx + 1) = 0, torej ni£le x1 so oblike kπ za k ∈ Z in x2 so oblike 3π
2 + 2kπ,

k ∈ Z. Ker je funkcija periodi£na s periodo 2π jo je dovolj narisati na nekem intervalu
dolºine 2π. Narisali jo bomo na intervalu [0, 2π]. Tam so torej ni£le: 0, π, 3π2 , 2π.

(c) Ekstremi: Odvod se glasi f ′(x) = 2 sinx cosx+cosx = cosx(2 sinx+1). Ni£le dobimo torej
iz ena£b: cosx = 0 in sinx = −1

2 . Ekstremi funkcije so torej pri x = π
2 +kπ, x = −π

6 +2kπ,
in x = 7π

6 + 2kπ oz. na intervalu [0, 2π]: π
2 ,

7π
6 ,

3π
2 ,

11π
6 . Ekstremne to£ke funkcije na [0, 2π]

so (π2 , 2) in (3π2 , 0) maksimumi in (7π6 ,−
1
4) in (11π6 ,−1

4) minimumi.

-Π -
Π

2

Π

2
Π

7 Π

6

3 Π

2
2 Π

-
1

4

1

2

20. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: 1 + x > 0⇒ x > −1, torej Df = (−1,∞).

(b) Ni£le: x2 = 0⇒ x1,2 = 0,
poli: 1 + x = 0⇒ x = −1.

(c) Estremi funkcije f : Kandidati za ekstreme so ni£le prvega odvoda: f ′(x) = x(3x+4)

2(1+x)3/2
, i²£emo

torej x, da bo x(3x+ 4) = 0. Dobimo x1 = 0 in x2 = −4
3 /∈ Df . Edina stacionarna to£ka je

torej T (0, 0). Ker je to tudi ni£la sode stopnje, bo zagotovo ekstrem, kateri ekstrem (min,
max) lahko preverimo na ve£ na£inov. Npr. f ′(1) = (3+4)

2(1+1)3/2
> 0, funkcija torej v x = 1

nara²£a, v T (0, 0) je torej minimum.

(d) Funkcija pada na (−1, 0) in nara²£a na (0,∞).

-1 1 2

-1

1

21. (a) Ni£la: x = 3
2 , poli: x1 = 1, x2 = 2, prese£i²£e z ordinatno osjo: T0(0, 92).
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(b) Asimptota funkcije f : y = 4.

(c) Ekstremi funkcije f : E(32 , 0) je maksimum.

(d) Funkcija nara²£a na (−∞, 1) ∪ (1, 32) in pada na (32 , 2) ∪ (2,∞).

(e) Graf funkcije f :

-1 1
3

2
2

x

-1

1

4

y

22. (a) Ni£el ni, poli: x1 = −1, x2 = 3, prese£i²£e z ordinatno osjo T0(0,−1
3).

(b) Asimptota funkcije: y = 1.

(c) Ekstremi funkcije: T1(−2−
√
5,
√
5+1
4 ) je minimum, T2(−2 +

√
5, −

√
5+1
4 ) je maksimum.

(d) Intervala nara²£anja: (−∞,−1) ∪ (−1,−2 +
√
5) in padanja: (−2 +

√
5, 3) ∪ (3,∞).

(e) Graf funkcije f :

-2 - 5 -2 -1 3
x

-1

1

y

23. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: (0, 1) ∪ (1,∞)

(b) Ni£la x = 0, pol: x = 1.

(c) Ekstremi funkcije: E(e, e) je minimum.

(d) Funkcija nara²£a na (e,∞) in pada na (0, 1) ∪ (1, e)).

24. (a) Ni£el ni, poli: x1 = 0, x2 = 3, prese£i²£e z ordinatno osjo ne obstaja.
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1 2
x

-1

1

y

(b) Asimptota funkcije: y = 2.

(c) Ekstremi funkcije: T1(−1−
√
7

2 , 2
√
7−2
3 ) je minimum, T2(−1+

√
7

2 , −2
√
7−2
3 ) je maksimum.

(d) Intervala nara²£anja: (−∞, 0) ∪ (0, −1+
√
7

2 ) in padanja: (−1+
√
7

2 , 3) ∪ (3,∞).

(e) Graf funkcije f :

1

2
J-1 - 7 N 1 3

x

1

2

y

25. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R.
(b) Ni£la: x = 0.

(c) Asimptota: y = 0.

(d) Estremi: T (−1
3 ,−

1
3) je lokalni minimum funkcije.

(e) Graf funkcije f :
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-1 -

1

3
1

-1

1

26. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R.
(b) Ni£li: x1 = 1, x2 = −1.
(c) Estremi: pri x1 = 1 +

√
2 je lokalni minimum zmin ≈ −0, 43, pri x2 = 1 −

√
2 je lokalni

maksimum zmax ≈ 1, 25.

(d) Funkcija nara²£a na (−∞, 1−
√
2) ∪ (1 +

√
2,∞) in pada na (1−

√
2, 1 +

√
2).

(e) Funkcija je konveksna na
[
2−
√
3, 2 +

√
3
]
in konkavna sicer.

(f) limx→∞ f(x) = 0 in limx→−∞ f(x) = −∞
(g) Graf funkcije f :

-1 1 + 21

-1

1

27. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {0}.
(b) Ni£el ni.

(c) Asimptote: Navpi£na asimptota x = 0, limx→−∞ f(x) = 0 in limx→∞ f(x) =∞
(d) Estremi: T (1, e) je lokalni minimum funkcije.

(e) Graf funkcije f :
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-1 1
-1

1

ã

28. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R.
(b) Ni£la: x = 0.

(c) Estremi: T (−3,−27
e3
) je lokalni minimum, v x1 = −3 +

√
3, x2 = −3 −

√
3 in x3 = 0 so

prevoji funkcije.

(d) Funkcija pada na (−∞,−3) in nara²£a na (−3,∞).

(e) Funkcija je konkavna na (−∞,−3−
√
3)∪(−3+

√
3, 0) in konveksna na (−3−

√
3,−3+

√
3).

(f) limx→∞ f(x) =∞ in limx→−∞ f(x) = 0

(g) Graf funkcije f :

-3 -1 1

-1

1

29. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: [−3,∞).

(b) Ni£la: x = 0.

(c) Estremi: T (−2,−2) je lokalni minimum.

(d) Funkcija pada na (−∞,−2) in nara²£a na (−2,∞).

(e) Funkcija je konkavna na celem de�nicijskem obmo£ju.

(f) Graf funkcije f :
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-3 -2 -1 1

-2

-1

1

30. (a) De�nicijsko obmo£je funkcije: R− {−2, 2}.
(b) Ni£le: x1,2 = 0, x3 = 3, poli: x1 = 2, x2,3 = −2
(c) Asimptota: y = 1.

(d) Estremi: T (0, 0) je lokalni minimum funkcije.

(e) Graf funkcije f :

-2 1 2

-1

1

31. Najprej preverimo, s kak²nim tipom nedolo£enosti imamo opravka, in potem, £e smemo, upora-
bimo L'Hospitalovo pravilo: limx→x0

f(x)
g(x) = limx→x0

f ′(x)
g′(x)

(a) limx→0
sinx
x = limx→0

cosx
1 = 1;

(b) limx→0
lnx
x−2 = limx→0

1
x

−2x−3 = limx→0
x2

−2 = 0

(c) 0;

(d) 0;

(e) 1;



TAYLORJEVA FORMULA 58

8 TAYLORJEVA FORMULA

1. Dano funkcijo aproksimirajte (razvijte v Taylorjevo vrsto) v okolici to£ke x = a s polinomom
tretje stopnje.

(a) f(x) =
√
1 + x, a = 0;

(b) f(x) = (1 + x)
1
3 , a = 0;

(c) f(x) = 3
√
x, a = 27;

(d) f(x) = x3, a = 1;

(e) f(x) = x lnx, a = 1;

2. Izrazite funkcijo f(x) = −2 + x− x2 + 3x3 kot polinom izraza (x− 2).

3. Izrazite funkcijo y = 8− 4x− 2x2 + x3 kot polinom izraza (x+ 2).

4. Razvijte funkcijo f(x) = cosx v Tayloryevo vrsto okoli x = 0 do 4. £lena.

5. S pomo£jo razvoja v binomsko vrsto izra£unajte 5
√
34 na 5 decimalnih mest natan£no.

8.1 Re²itve

1. Taylorjeva vrsta funkcije f(x) v okolici to£ke a se glasi:
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)

2! (x− a)2 + f ′′′(a)
3! (x− a)3 + ...

(a) Izra£unamo prve tri odvode funkcije f(x) in njihove vrednosti v to£ki a = 0
f ′(x) = 1

2
√
1+x

, f ′(0) = 1
2 ,

f ′′(x) = −1
4(1 + x)−

3
2 , f ′′(0) = −1

4 ,
f ′′′(x) = 3

8(1 + x)−
5
2 , f ′′′(0) = 3

8 ,
Zdaj lahko zapi²emo prve 3 £lene Taylorjeve vrste:√
1 + x ≈ 1 + 1

2x−
1
4 ·

1
2!x

2 + 3
8 ·

1
3!x

3 = 1 + 1
2x−

1
16x

2 + 1
16x

3.

(b) 3
√
1 + x ≈ 1 + x

3 −
x2

9 + 5x3

81 ;

(c) 3
√
x ≈ 3 + x−27

27 −
(x−27)2
2187 + 5(x−27)3

351441 ;

(d) x3 ≈ 1 + 3(x− 1) + 3(x− 1)2 + (x− 1)3;

(e) x lnx ≈ (x− 1) + (x−1)2
2 − (x−1)3

6 ;

2. Gre za razvoj funkcije f(x) v okolici to£ke x = 2. y = 20 + 33(x− 2) + 17(x− 2)2 + 3(x− 2)3.

3. y = 16(x+ 2)− 8(x+ 2)2 + (x+ 2)3.

4. cosx = 1− x2

2! +
x4

4! −
x6

6! + ....

5. Zapi²imo koren druga£e: 5
√
34 = 5

√
32 + 2 = 5

√
32(1 + 1

16) = 2 5

√
1 + 1

16 = 2(1 + 1
16)

1
5 . Izraz

(1 + 1
16)

1
5 razvijmo v binomsko vrsto, kjer je x = 1

16 , r =
1
4 .

Binomska vrsta se glasi (1 + x)r = 1 +
(
r
1

)
x+

(
r
2

)
x2 +

(
r
3

)
x3 +

(
r
4

)
x4 + ..., kjer je(

r
k

)
= r(r−1)(r−2)...(r−k+1)

k! .

Izra£unamo binomske koe�ciente za na² primer:
( 1

5
1

)
= 1

5 ,
( 1

5
2

)
= − 2

25 ,
( 1

5
3

)
= 6

125 in vstavimo:

(1 + 1
16)

1
5 ≈ 1 + 1

5 ·
1
16 −

2
25 · (

1
16)

2 + 6
125 · (

1
16)

3 = 1, 012199.
Re²itev je torej 5

√
34 = 2(1 + 1

16)
1
5 ≈ 2, 024398



NEDOLO�ENI INTEGRAL 59

9 NEDOLO�ENI INTEGRAL

1. Izra£unajte naslednje nedolo£ene integrale:

(a)
∫
(x3 + x2)dx; (b)

∫
4 sinxdx;

(c)
∫ √

xdx; (d)
∫
z4−1
z2

dz;

(e)
∫ x
√
x+x2−5
x2
√
x

dx; (f)
∫

dx
sin2 x cos2 x

dx.

2. Poi²£ite nedolo£ene integrale

(a)
∫ 8
√
x3dx; (b)

∫
(2x2 − 3x+ 5)dx;

(c)
∫ √

x
√
x
√
xdx; (d)

∫
x2(2− x)3dx.

(e)
∫ √x− 3√x+2x

4√x dx; (f)
∫
(23 sinx− 32 cosx)dx;

(g)
∫
(2x−1 + 4ex)dx; (h)

∫
3xdx;

(i)
∫
(1 + 1

1+x2
)dx; (j)

∫
3√

1−x2dx;

(k)
∫ 2x3+

√
x−3 3√

x4

x2
dx; (l)

∫
dx

sin2 x cos2 x
dx;

(m)
∫
x2+x+1
x3+x

dx; (n)
∫ √

1 + cos 2xdx.

3. Izra£unajte nedolo£ene integrale z uvedbo nove spremenljivke.

(a)
∫
(x2 + 1)32xdx; (b)

∫
(x+ 1)5dx;

(c)
∫
sin 5xdx; (d)

∫ √
2x+ 3dx;

(e)
∫
sin2 x cosxdx; (f)

∫
xe−x

2
dx;

(g)
∫

dx
x2+2

; (h)
∫
x+2
x−2dx;

(i)
∫

1
2x+1dx; (j)

∫
e−3xdx;

(k)
∫
( 3
√
1− x+ sin(1− x) + e1−x + 1− x)dx; (l)

∫
2+x

3√2−3xdx.

(m)
∫
(3x+ 2)11dx; (n)

∫
dx

3x2+2
,

(o)
∫
xex

2−1dx; (p)
∫
x
√
1− x2dx;

(r)
∫
sinx cos2 xdx; (q)

∫
sin(πx)dx;

(s)
∫

x√
1−x2dx; (t)

∫
3x2+8x−2

x3+4x2−2x+17
dx;

(u)
∫
tanxdx; (v)

∫
ex

1+exdx.

4. Izra£unajte nedolo£ene integrale racionalnih funkcij.

(a)
∫

dx
x2−1 ; (b)

∫
4x+4

x2+2x+2
dx;

(c)
∫

dx
x2+x+1

; (d)
∫

x
x2+3x+3

dx;

(e)
∫

x
x2+1

dx; (f)
∫
x2−1
x dx;

(g)
∫ (x+1)3

x+4 dx; (h)
∫

x3

x2−3x+2
dx;

(i)
∫

dx
x(x+1)(x+2)dx; (j)

∫
x4+2x3+x2−2x−1

x2+2x+2
dx;

(k)
∫

x+1
(x−1)(x+3)(x2+2x+2)

dx; (l)
∫

1
x2−1dx;

(m)
∫
x3+2
x+1 dx; (n)

∫
2x2+3
x2+1

dx;

(o)
∫

dx
5x2−4x+1

dx;

5. Izra£unajte naslednje integrale iracionalnih funkcij.
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(a)
∫

dx√
4x2+1

; (b)
∫

dx√
x2+x+1

;

(c)
∫

dx√
2x−x2 ; (d)

∫
dx√

1+4x−4x2
(e)
∫
x 3
√
2x+ 3dx (f)

∫
dx

1+
√
x+1

;

6. S pomo£jo metode per-partes izra£unajte naslednje integrale.

(a)
∫
x cosxdx; (b)

∫
lnxdx;

(c)
∫
(3x+ 2)exdx; (d)

∫
x9 lnxdx;

(e)
∫
(x+ 1) sinxdx; (f)

∫
x cos 2xdx;

(g)
∫
x3ex

2
dx; (h)

∫
(2x+ 1)exdx;

(i)
∫
(x2 + 2x+ 2) cosxdx; (j)

∫
(2x+ 1) lnxdx;

(k)
∫
arctanxdx; (l)

∫
x2 sinxdx;

(m)
∫
(x3 − 2x+ 3)exdx; (n)

∫
(x2 + 2x)exdx;

7. Izra£unajte naslednje integrale.

(a)
∫
x 3
√
x− 2dx; (b)

∫
4x sin(2x)dx;

(c)
∫

6−x
(x−3)(2x+5)dx; (d)

∫
2x2−5x+1
x(x−1)2 dx;

(e)
∫

x
x2+
√
x2+1

dx; (f)
∫
x9 lnxdx;

(g)
∫
(3x− 4)e−xdx; (h)

∫
x

(x+1)(2x+1)dx;
(i)
∫

1
(x+1)(x2+1)

dx; (j)
∫

x+1
x2+1

dx;

(k)
∫

x
(x+1)(x+2)dx; (l)

∫
x2+4

(x+1)(x+2)(x+3)dx;
(m)

∫
x

x2(x−1)(x2+4)
dx; (n)

∫
1√
x2−xdx;

(o)
∫

1√
2x2+x−1dx; (p)

∫
1√

1−x−x2dx;
(q)

∫
x√
x2+1

dx;

9.1 Re²itve:

1. (a)
∫
(x3 + x2)dx =

∫
x3dx+

∫
x2dx = x4

4 + x3

3 + C;

(b)
∫
4 sinxdx = 4

∫
sinxdx = 4(− cosx) + C = −4 cosx+ C;

(c)
∫ √

xdx =
∫
x

1
2dx = x

3
2
3
2

+ C = 2
3x

3
2 + C;

(d)
∫
z4−1
z2

dz =
∫
(z2 − 1

z2
)dz =

∫
z2dz −

∫
z−2dz = z3

3 −
z−1

−1 + C = z3

3 + z−1 + C;

(e)
∫ x
√
x+x2−5
x2
√
x

dx =
∫
( 1x +

1√
x
− 5

x2
√
x
)dx =

∫
(x−1+x−

1
2 − 5x−

5
2 )dx = lnx+ x

1
2
1
2

− 5x
− 3

2

− 3
2

+C =

lnx+ 2x
1
2 + 10

3 x
− 3

2 + C;

(f)
∫

1
sin2 x cos2 x

dx = sin2 x+cos2 x
sin2 x cos2 x

dx =
∫

dx
cos2 x

+
∫

dx
sin2 x

= tanx− cotx+ C.

2.

(a) 8
11x

8
√
x3 + c; (b) 2

3x
3 − 3

2x
2 + 5x+ c;

(c) 8
15

8
√
x15 + c; (d) 8

3x
3 − 3x4 + 6

5x
5 − 1

6x
6 + c;

(e) 4
5

4
√
x5 − 12

13
12
√
x13 + 8

7
4
√
x7 + c; (f) −23 cosx− 32 sinx+ c;

(g) 2 ln |x|+ 4ex + c; (h) 1
ln 33

x + c;
(i) x+ arctanx+ c; (j) 3 arcsinx+ c;
(k) x2 − 2√

x
− 9 3
√
x+ c; (l) tanx− cotx+ c;

(m) ln |x|+ arctanx+ c; (n)
√
2 sinx+ c.

3. (a) Za novo spremenljivko izberimo t = x2 + 1, potem je dt = (x2 + 1)′dx = 2xdx.
Tako je

∫
(x2 + 1)32xdx =

∫
t3dt = t4

4 + C = (x2+1)4

4 + C;
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(b) Nova spremenljivka t = x+ 1, potem je dt = (x+ 1)′dx = dx in zato∫
(x+ 1)5dx =

∫
t5dt = t6

6 + C = (x+1)6

6 + C;

(c) Pi²emo t = 5x, potem je dt = 5dx in zato dx = dt
5 . Potem je∫

sin 5xdx =
∫
sin tdt5 = 1

5

∫
sin tdt = 1

5(− cos t) + C = −1
5 cos 5x+ C;

(d) Za novo spremenljivko vzamemo t = 2x + 3, potem je dt = 2dx in zato dx = dt
2 . Integral

torej zapi²emo∫ √
2x+ 3dx =

∫ √
tdt2 = 1

2

∫
t
1
2dt = 1

2
t
3
2
3
2

+ C = 1
3 t

3
2 + C = 1

3(2x+ 3)
3
2 + C;

(e) Vzamemo t = sinx, potem je dt = cosx. in pi²emo∫
sin2 x cosxdx =

∫
t2dt = t3

3 + C = sin3 x
3 + C;

(f) Postavimo za novo spremenljivko t = x2, potem je dt = 2xdx in∫
xe−x

2
dx = 1

2

∫
e−tdt = −1

2e
−t + C = −1

2e
−x2 + C.

(g) Izraz najprej preoblikujemo
∫

dx
x2+2

=
∫

dx

2(x
2

2
+1)

= 1
2

∫
dx

( x√
2
)2+1

in nato uvedemo novo spre-

menljivko t = x√
2
, dx =

√
2dt. Tako dobimo 1

2

∫ √
2dt

t2+1
=
√
2
2 arctan t+ c =

√
2
2 arctan x√

2
+ c;

(h) Uvedemo novo spremenljivko t = x − 2 ⇒ x = t + 2 in dt = dx. Vstavimo
∫
x+2
x−2dx =∫

t+4
t dt =

∫
dt+ 4

∫
dt
t = t+ 4 ln |t|+ c = (x− 2) + 4 ln |x− 2|+ c = x+ 4 ln |x− 2|+ c;

(i) 1
2 ln |2x+ 1|+ c, (t = 2x+ 1);

(j) −1
3e
−3x + c, (t = −3x);

(k) −3
4

3
√
(1− x)4 + cos(1− x)− e1−x − 1

2(1− x)
2 + c, (t = 1− x);

(l) Nova spremenljivka t = 2−3x⇒ x = 1
3(2−t) in dx = −dt

3 . Rezultat:
1
15(2−3x)

5
3− 4

3(2−3x)
2
3

(m) 1
36(3x+ 2)12 + c, (t = 3x+ 2);

(n) 1√
6
arctan(

√
3
2x) + c;

(o) 1
2e
x2−1 + c;

(p) 1
3(x

2 − 1)
√
1− x2 + c;

(q) −1
3 cos

3 x+ c;

(r) 1
π cos(πx) + c,

(s) −2
3

√
1− x2 + c.

(t) ln
∣∣x3 + 4x2 − 2x+ 17

∣∣+ c;

(u) − ln |cosx|+ c;

(v) ln(1 + ex) + c;

4. (a) 1
x2−1 = 1

(x−1)(x+1) =
A
x−1 + B

x+1

Odpravimo ulomke: 1 = A(x+ 1) +B(x− 1), tako dobimo 1 = (A+B)x+A−B
Ena£imo koe�ciente na levi in desni strani enakosti in dobimo 2 ena£bi z dvema neznankama:
A+B = 0 in A−B = 1 od tu pa konstanti A = 1

2 in B = −1
2 .

Ulomek lahko torej zapi²emo v obliki 1
x2−1 = 1

2(
1

x−1 −
1

x+1), torej tudi integral∫
dx
x2−1 = 1

2

∫
dx
x−1 −

1
2

∫
dx
x+1 = 1

2 ln |x− 1| − 1
2 ln |x+ 1|+ C = 1

2 ln |
x−1
x+1 |+ C;

(b) Diskriminanta imenovalca je negativna, torej se izraz ne da razcepiti na produkt linearnih
£lenov. Ampak ²tevec je ve£kratnik odvoda imenovalca (4x+4 = 2(2x+2)), zato uvedemo
novo spremenljivko t = x2 + 2x+ 2 in potem je integral enak
2
∫

2x+2
x2+2x+2

= 2 ln(x2 + 2x+ 2) + C;
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(c) Diskriminanta imenovalca je negativna. Glede na to, da je v ²tevcu konstanta, zapi²imo
imenovalec kot vsoto kvadratov
x2 + x+ 1 = (x+ 1

2)
2 + 3

4 = (x+ 1
2)

2 + (
√
3
2 )2

Nova spremenljivka: t = x+ 1
2 , dt = dx in integral se glasi∫

dx
x2+x+1

=
∫

dt

t2+(
√
3

2
)2

= 2√
3

∫
dt

( 2t√
3
)2+1

= 2√
3
arctan 2t√

3
+ C = 2√

3
arctan 2x+1√

3
+ C;

(d) Diskriminanta je negativna. Odvod imenovalca je enak 2x+ 3, zato tudi ²tevec preobliku-
jemo na podobno obliko: x = 1

2(2x+ 3)− 3
2

∫
x

x2 + 3x+ 3
dx =

1

2

∫
2x+ 3

x2 + 3x+ 3
dx− 3

2

∫
dx

x2 + 3x+ 3

=
1

2
ln(x2 + 3x+ 3)− 3

2

∫
dx

(x+ 3
2)

2 + (
√
3
2 )2

=
1

2
ln(x2 + 3x+ 3)−

√
3 arctan

2x+ 3√
3

+ C

(e) ln
√
x2 + 1 + c (Uvedemo novo spremenljivko t = x2 + 1)

(f) 1
2x

2− ln |x|+ c (Stopnja polinoma v ²tevcu je vi²ja kot stopnja polinoma v imenovalcu, zato
delimo in dobimo

∫
(x− 1

x)dx.)

(g) 1
3x

3 − 1
2x

2 + 7x − 27 ln |x+ 4| + c, (Najprej kubiramo ²tevec, potem pa delimo ²tevec z
imenovalcem in dobimo

∫
(x2 − x+ 7− 27

x+4)dx).

(h) 1
2x

2 + 3x+ 8 ln |x− 2| − ln |x− 1|+ c;

(i) 1
2 ln |x+ 2| − ln |x+ 1|+ 1

2 ln |x|+ c;

(j) 1
3x

3 − x+ arctan(x+ 1) + c;

(k) 1
10 ln

|x2+2x−3|
x2+2x+2

+ c;

(l) 1
2 ln |x− 1| − 1

2 ln |x+ 1|+ c;

(m) 1
3x

3 − 1
2x

2 + x+ ln |x+ 1|+ c;

(n) 2x+ arctanx+ c;

(o) arctan(5x− 2) + c.

5. (a) Preoblikujemo:
∫

dx√
4x2+1

= 1
2

∫
dx√
x2+ 1

4

= 1
2 ln

(
x+

√
x2 + 1

4

)
+ C;

(b) Izraz pod korenom preoblikujemo: x2+x+1 = (x+ 1
2)

2− 1
4+1 = (x+ 1

2)
2+ 3

4 . Vpeljemo novo

spremenljivko t = x+ 1
2 , dt = dx in potem je

∫
dx√

x2+x+1
=
∫

dt
t2+ 3

4

= ln
(
t+

√
t2 + 3

4

)
+C =

ln(x+ 1
2 +
√
x2 + x+ 1) + C;

(c) Preuredimo 2x − x2 = −(x − 1)2 + 1 in vpeljemo novo spremenljivko t = x − 1, dt = dx,
potem je integral enak∫

dx√
2x−x2 =

∫
dt√
1−t2 = arcsin t+ C = arcsin(x− 1) + C;

(d) Preoblikujemo 1 + 4x− 4x2 = −(2x− 1)2 + 2 in uvedemo t = 2x− 1, dt = 2dx, potem je∫
dx√

1+4x−4x2 = 1
2

∫
dt√
2−t2 = 1

2

∫
dt√

2
√

1−( t√
2
)2

= 1
2 arcsin

t√
2
+ C = 1

2 arcsin(
2x−1√

2
) + C;

(e) 3
112(8x− 9) 3

√
(2x+ 3)4 + C, (uvedemo novo spremenljivko t = 2x+ 3)

(f) 2
√
x+ 1− 2 ln(1 +

√
x+ 1) + C,

(g)
√
x2−1
x − 2 arctan

√
x−1
x+1 + C.
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6. Upo²tevamo formulo
∫
udv = uv −

∫
vdu.

(a) Postavimo u = x, dv = cosxdx. Torej je du = dx in v = sinx. Tako je∫
x cosxdx = x sinx−

∫
sinxdx = x sinx+ cosx+ C;

(b) Postavimo u = lnx, dv = dx. Tako je du = 1
xdx in v = x.∫

lnxdx = x lnx−
∫
x · 1xdx = x lnx− x+ C;

(c) Postavimo u = 3x+ 2, dv = exdx. Tako je du = 3dx in v = ex.∫
(3x+ 2)exdx = (3x+ 2)ex −

∫
3exdx = (3x+ 2)ex − 3ex + C = (3x− 1)ex + C;

(d) Postavimo u = lnx, dv = x9dx. Tako je du = 1
xdx in v = x10

10 .∫
x9 lnxdx = x10

10 lnx−
∫
x10

10 ·
1
xdx = 1

10x
10 lnx− 1

10
x10

10 + C = 1
10x

10 lnx− 1
100x

10 + C;

(e) sinx− (x+ 1) cosx+ C;

(f) 1
2x sin 2x+ 1

4 cos 2x+ C;

(g) 1
2(x

2 − 1)ex
2
+ C;

(h) (2x− 1)ex + C;

(i) (x2 + 2x) sinx+ 2(x+ 1) cosx+ C;

(j) (x2 + x) lnx− 1
2x

2 − x+ C;

(k) x arctanx− 1
2 ln(1 + x2) + C

(l) (1− x2) cosx− 2x sinx+ C;

(m) (x3 − 3x2 + 4x+ 4)ex + C.

(n) x2ex + c.

7. (a) 3
7(x− 2)

7
3 + 3

2(x− 2)
4
3 + C;

(b) −2 cos(2x) + sin(2x) + C;

(c) 3
11 ln |x− 3| − 17

22 ln |2x+ 5|+ C;

(d) ln
∣∣x2 − x∣∣+ 2

x−1 + C;

(e)
√
5+1
2
√
5
ln(
√
x2 + 1 + 1+

√
5

2 ) +
√
5−1
2
√
5
ln(
√
x2 + 1 + 1−

√
5

2 ) + C;

(f) x10

10 (ln |x| −
1
10) + C;

(g) e−x(1− 3x) + C;

(h) ln
∣∣∣ x+1√

2x+1

∣∣∣+ C;

(i) 1
2 ln |x+ 1| − 1

4 lnx
2 + 1 + 1

2 arctanx+ C;

(j) arctanx+ 1
2 ln(1 + x2) + C;

(k) − 2
2+x − ln |1 + x|+ ln |x+ 2|+ C;

(l) 5
2 ln |1 + x| − 8 ln |x+ 2|+ 13

2 ln |x+ 3|+ C;

(m) − 1
10 arctan

x
2 + 1

5 ln |x− 1| − 1
4 ln |x|+

1
40 lnx

2 + 4 + C;

(n) ln
∣∣∣2√x2 − x+ 2x+ 1

∣∣∣+ C;

(o) 1√
2
ln
∣∣∣2√4x2 + 2x− 2 + 4x+ 1

∣∣∣+ C;

(p) − arcsin −2x−1√
5

+ C;

(q)
√
x2 + 1 + C;
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10 DOLO�ENI INTEGRAL

1. Izra£unajte dolo£ene integrale

(a)
∫ 2
1 x

2dx; (b)
∫ π

2
0 sinxdx;

(c)
∫ 10
1

1
xdx; (d)

∫ π
4
π
6
cos 2xdx;

(e)
∫ π

2
0 sin3 xdx; (f)

∫ 1
−1(x

2 − 5x+ 2)dx;

(g)
∫ 2
1

(t+5)2

t3
dt; (h)

∫ 2
1 (2x+ 1)3dx;

(i)
∫ 2
0

dx
x+1 ; (j)

∫ 1
0

x
x2+4

dx;
(k)

∫ 2
1

dx√
5x−1 ; (l)

∫ π
0 sin(x3 )dx;

(m)
∫ 9
1

√
x−1
x2

dx; (n)
∫ 1
0

dx
1+e−x ;

(o)
∫ 3
1 (x+ 2)3dx; (p)

∫ 1
−1

1
1+x2

dx;
(r)
∫ π
0 sin x

2dx; (q)
∫ 1
−1(x

3 − 2x2 − 1
x+2)dx;

(s)
∫ 1
−1

x

ex2
dx. (t)

∫ 1
0

dx
1+
√
x
;

(u)
∫ 1
0 (e

x − 1)4exdx; (v)
∫ 0
−1(−x

3 + x2)dx;
(w)

∫ 1
−1(1− x

2)dx; (x)
∫ 1
0

x√
x2+1

dx;
(y)

∫ π
0 x sinxdx; (z)

∫ e
1 lnxdx;

2. Izra£unajte naslednje posplo²ene integrale

(a)
∫∞
1

1
x3
dx;

(b)
∫ 0
−∞ e

xdx;

(c)
∫∞
−∞

1
1+x2

dx.

3. Izra£unajte plo²£ino odseka, ki ga omejujeta os x in parabola y = x2 − 5x+ 4.

4. Izra£unajte plo²£ino lika, ki ga omejujejo abcisna os ter grafa funkcij f(x) = −2x+ 7 ter g(x) =√
2x− 1.

5. Dolo£ite plo²£ino lika, omejenega s parabolo f(x) = x2 − 4x+ 6 in premico g(x) = 2x+ 1.

6. Dolo£ite plo²£ino med parabolama y = 1
4x

2 − 1 in y = −1
8x

2 + 2.

7. Izra£unajte plo²£ine likov, ki jih omejujejo krivulje

(a)y = −x2 + 9 in y = −x+ 9; (b) y = x2(x+ 3) ter abcisna os;
(c) y = 3x2 + 2x+ 2, y = 0, x = −1 in x = 1; (d) y = x3 − 3x in tangenta v to£ki (−1, 2);
(e) y2 + 2x− 1 = 0 in x+ y + 1 = 0; (f) y = x+ 2 in y = x2 − x− 6;
(g) y = x3 in y =

√
x; (h) y = x2 − 2x+ 1 in y = −x2 + 2x+ 1;

(i) y = x2+x
x2−4 in y = x2 + x; (j) y = tanx, x = π

4 in x-os;
(k) y = 2, y = ex in y = e−x, (l) y = 1− x2 in abcisna os;
(m) y = −x2 + 4 in y = −x+ 4, (n) y = −(x− 3)2 + 4 in y = (x− 3)2 + 2;
(o) y = −(x− 3)2 + 4 ter os x; (p) y = 4x3, y = x2 − 6x+ 9 ter os x;
(r) y = 5− x in y = 4

x ; (q) y = x
x2+1

, y = 0, x = 0 in x = 3;
(s) y = x(x− 1)2 ter abcisna os; (t) y = x3 − x2 in y = −x3 + 3x2;

8. Izra£unajte prostornino telesa, ki nastane, £e elipso x2

4 + y2

1 = 1 zavrtimo okrog osi x.
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9. Izra£unajte prostornino telesa, ki nastane, ko lik, ki ga omejujejo naslednje krivulje zavrtimo za
360° okoli osi x.

(a) y =
√
x, y = 2x− 6 in x-os; (b) y = e−x, y = 1

2x+ 1, x = 1 in x-os;
(c) y = x2 − 5x+ 6 in x-os; (d) y = ex, y = 1− x, x = −1 in x-os;
(e) y = 1

x , y = 4x, x = 4 in x-os;

10. Izra£unajte dolºino loka krivulje y = 1
4x

2 − 1
2 lnx v mejah 1 ≤ x ≤ 2.

11. Izra£unajte dolºino loka krivulje

(a) y = x
√
x na intervalu [0, 2];

(b) y = lnx na intervalu [1, 2].

12. Izra£unajte povr²ino ploskve, ki nastane z vrtenjem krivulje y = (3− x)
√
x
3 okoli abcisne osi na

intervalu [0, 3].

13. Izra£unajte prostornino rotacijskega telesa, ki ga dobimo, £e lik med grafom funkcije y =
√

1
x+1 ,

osjo x ter premicama x = 0 in x = 4 zavrtimo za polni kot okoli osi x.

14. Izra£unajte plo²£ino lika, ki je omejen z abcisno osjo, ordinatno osjo, premico x = 1 ter s krivuljo
y = x

ex .

15. Izra£unajte plo²£ino lika, ki ga omejujeta krivulji, podani z ena£bama y = 100
x in y = 101− x.

16. Poi²£ite ni£le, ekstreme in prevoje polinoma p(x) = x4 − 2x2. Izra£unajte tudi plo²£ino lika, ki
ga omejuje graf funkcije in abcisna os med nenegativnima ni£lama polinoma.

17. Izra£unajte dolºino krivulje y = 1
4x

2 − 1
2 lnx v mejah 1 ≤ x ≤ 2.

18. Izra£unajte prostornimo rotacijskega telesa, ki nastane z vrtenjem krivulje y = ex okoli osi x na
intervalu x ∈ (−∞, 0].

19. Izra£unajte plo²£ino lika, ki ga omejujejo gra� funkcij y = 0, y = −x2 + 4 in y = x+ 2.

20. Izra£unajte plo²£ino obmo£ja, ki ga omejujejo krivulje y = sinx, y = −3, x = π
2 in x = π.

21. Izra£unajte plo²£ino lika, ki ga omejujeta krivulji y = 2
√
2x2 in y =

√
x.

22. Naj bo krivulja K podana parametri£no x = et cos t, y = et sin t (0 ≤ t ≤ π).

(a) Izra£unajte dolºino krivulje.

(b) Poi²£ite ena£bo krivulje K v polarnih koordinatah.

(c) Izra£unajte plo²£ino obmo£ja omejenega s krivuljo K in abcisno osjo.

10.1 Re²itve

1. (a)
∫ 2
1 x

2dx =
[
x3

3

]2
1
= 23

3 −
13

3 = 8
3 −

1
3 = 7

3 ;

(b)
∫ π

2
0 sinxdx = [− cosx]

π
2
0 = −(cos π2 − cos 0) = −(0− 1) = 1;

(c)
∫ 10
1

1
xdx = [lnx]101 = ln 10− ln 1 = ln 10;

(d) Vpeljemo novo spremenljivko t = 2x. Tako je dx = dt
2 . �e x te£e od π

6 do π
4 , te£e t = 2x od

π
3 do π

2 :∫ π
4
π
6
cos 2xdx =

∫ π
2
π
3
cos tdt2 = 1

2 [sin t]
π
2
π
3
= 1

2(1−
√
3
2 );
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(e) sin3 xdx lahko zapi²emo kot sin2 x sinx in vpeljemo novo spremenljivko t = cosx Potem je
dt = − sinxdx in upo²tevamo sin2 x = 1− cos2 x = 1− t2. Tako je∫ π

2
0 sin3 xdx =

∫ cos π
2

cos 0 (1 − t2)(−dt) = −
∫ 0
1 (1 − t

2)dt =(zamenjamo meji) =
∫ 1
0 (1 − t

2)dt =[
t− t3

3

]1
0
= 1− 1

3 = 2
3 ;

(f) 14
3 ; (g) ln 2 + 35

8 ; (h) 68;
(i) ln 3; (j) 1

2 ln(
5
4); (k) 0, 4;

(l) 1, 5; (m) 4
9 ; (n) ln 1+e

2 ;
(o) 136; (p) π

2 ; (r) 2;
(q) −4

3 ; (s) 0; (t) 2− 2 ln 2;
(u) (e−1)5

5 ; (v) 7
12 ; (w) 4

3 ;
(x) −1 +

√
2; (y) π; (z) 1;

2. (a)
∫∞
1

1
x3
dx = limb→∞

∫ b
1

1
x3
dx = limb→∞

[
1
−2x2

]b
1
= 0 + 1

2 = 1
2 .

(b) 1,

(c) π.

3. Nari²imo najprej parabolo. Prese£i²£i z osjo x sta re²itvi ena£be x2− 5x+4 = 0. Torej je x1 = 1
in x2 = 4.

1 4
x

-1

1

y

Ker leºi odsek pod osjo x bo njegova plo²£ina enaka absolutni vrednosti integrala
∫ 4
1 f(x)dx.

Ra£unamo:∫ 4

1
(x2 − 5x+ 4)dx =

[
x3

3
− 5

x2

2
+ 4x

]4
1

=
64

3
− 40 + 16− (

1

3
− 5

2
+ 4) = −4, 5

Plo²£ina odseka je torej enaka 4, 5 plo²£inskih enot.

4. Najprej dajmo vsaj pribliºno narisati dane krivulje. Izra£unajmo prese£i²£e obeh krivulj, ki ga
dobimo iz ena£be −2x+ 7 =

√
2x− 1. Ko izraz kvadriramo in uredimo, dobimo izraz

4x2 − 30x+ 50 = 0,
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ki nam da re²itvi x1 = 5
2 in x2 = 5. Ker smo izraz kvadrirali, moramo ²e preveriti, £e sta re²itvi

res pravilni in ugotovimo, da x2 ne pride v po²tev. Prese£i²£e krivulj je torej P (52 , 2). Lik,
katerega plo²£ino ra£unamo, bomo razdelili na dva dela, in sicer prvi lik pod grafom funkcije f
in drugi lik pod grafom funkcije g.

1

2
1

5

2

7

2

x

1

2

y

Iskana plo²£ina je torej enaka: ∫ 5
2

1
2

√
2x− 1dx+

∫ 7
2

5
2

(−2x+ 7)dx

Prvi integral izra£unamo z vpeljavo nove spremenljivke t = 2x− 1 ⇒ dt = 2dx, torej∫ √
2x− 1dx =

∫ √
t12dt =

1
2

∫
t
1
2dt = 1

2 ·
2
3 t

3
2 + C = 1

3 t
3
2 + C = 1

3(
√
2x− 1)3 + C∫ 5

2
1
2

√
2x− 1dx = 1

3

[
(
√
2x− 1)3

] 5
2
1
2

= 1
3 · 2

3 = 8
3∫ 7

2
5
2

(−2x+ 7)dx =
[
−x2 + 7x

] 7
2
5
2

= 1

Iskana plo²£ina je enaka 8
3 + 1 = 11

3 plo²£inskih enot.

5. Skicirajmo grafa obeh funkcij in izra£unamo prese£i²£a krivulj.

1 5
x

1

3

6

11

y

Prese£i²£a dobimo iz enakosti x2− 4x+6 = 2x+1, dobimo torej x1 = 1 in x2 = 5. Plo²£ina lika
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je torej enaka

S =

∫ x2

x1

(g(x)− f(x))dx =

∫ 5

1
(−x2 + 6x− 5)dx =

32

3
.

6. Prese£i²£i med krivuljama dobimo iz ena£be x2

4 − 1 = −x2

8 + 2 in sicer x1 = −2
√
2 in x2 = 2

√
2.

Plo²£ina je enaka:

S =

∫ 2
√
2

−2
√
2
(−x

2

8
+ 2− x2

4
+ 1)dx = 8

√
2.

Slika:

-2 2 1 2 2
x

-1

1

2

y

7. (a) Najprej izra£unamo prese£i²£i funkcij:
−x2 + 9 = −x+ 9 ⇒ x2 − x = 0 Dobimo re²itvi x1 = 0 in x2 = 1. Nari²emo skico:

-3 1 3
x

1

8

9

y

Plo²£ino lika, ki ga oklepata grafa funkcij, izra£unamo s pomo£jo dolo£enega integrala

S =

∫ 1

0
((−x2 + 9)− (−x+ 9))dx =

∫ 1

0
(−x2 + x) =

[
−x
3
+
x2

2

]1
0

=
1

6
.

(b) S = 1
12

(c) Plo²£ina lika je enaka dolo£enemu integralu∫ 0

−3
x3 + 3x2dx =

[
x4

4
+ 3 · x

3

3

]0
−3

=
27

4

Plo²£ina je torej enaka 27
4 plo²£inskih enot

(d) S = 6;

(e) S = 27
4 ;
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(f) S = 16
3 ;

(g) S = 36;

(h) S = 5
12 ;

(i) S = 8
3 ;

(j) S = 7
6 + ln 2− 3

2 ln 3;

(k) S = ln
√
2 ;

(l) S = 4 ln 2− 2.

(m) S = 4
3

(n) S = 1
6 ;

(o) S = 8
3 ;

(p) S = 32
3

(q) S = 11
3

(r) S = 15
2 − 4 ln 4

(s) S = 1
2 ln 10.

(t) S = 8
3 .

8. �e elipso zavrtimo okrog osi x, dobimo telo:

-2

0

2

x

-1

0

1

y

-1

0

1

z

Formula za izra£un prostornine rotacijskega telesa se glasi V = π
∫ b
a f

2(x)dx. Zapi²imo najprej

ena£bo za tisti del elipse, ki leºi nad abcisno osjo: y2

1 = 1 − x2

4 ⇒ y =
√
1− x2

4 . Torej je

(f(x))2 = 1− x2

4 in

V = π

∫ 2

−2
f2(x)dx = π

∫ 2

−2
(1− x2

4
)dx = π

[
x− x3

12

]2
−2

=
32π

3
.

9. (a) V = 20π
3 ;

(b) V = π(76 −
1

2e2
);
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(c) V = π
30 ;

(d) V = π(56 −
1

2e2
);

(e) V = 29π
12 .

10. Dolºina krivulje se izra£una s pomo£jo formule:

s =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx,

kjer a in b ozna£ujeta meje parametra x. Izra£unajmo f ′(x) = 1
2x−

1
x . Potem je f ′2(x) = x2+1

2x .
Izra£unati moramo torej integral

s =

∫ 2

1

x2 + 1

2x
dx =

1

2

(∫ 2

1
xdx+

∫ 2

1

dx

x

)
=

3

4
+

1

2
ln 2.

11. (a) s = 8
27(

11
2

√
11
2 − 1);

(b) s =
√
5−
√
2 + 1

2 ln
(
√
5−1)(

√
2−1)

(
√
5+1)((

√
2+1)

.

12. Ra£unamo povr²ino ploskve:

0

1

3

x
0 y

0 z

Povr²ino bomo izra£unali po formuli P = 2π
∫ b
a y
√

1 + y′2dx. Izra£unajmo najprej y′ = 1−x
2
√
x
in

1 + y′2 = (x+1)2

4x . Izra£unati moramo integral 2π
∫ 3
0 (3− x)(x+ 1)dx = 3π. Povr²ina je enaka 3π

plo²£inskih enot.

13. V = π ln 5

14. Plo²£ina lika je enaka dolo£enemu integralu funkcije f(x) = x
ex na intervalu [0, 1]. Torej∫ 1

0
xe−xdx = −xe−x|10 +

∫ 1

0
e−xdx = −e−1 +

[
−e−x)

]1
0
= 1− 2

e

V prvi enakosti smo uporabili per partes in sicer z uvedbo u = x in dv = e−xdx.
Plo²£ina lika je torej 1− 2

e plo²£inskih enot.
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15. S = 4999, 5− 100 ln 100 ≈ 4534, 38.

16. Ni£le: x1,2 = 0 in x3,4 = ±
√
2, v x = 0 je lokalni maksimum, v x = ±1 sta lokalna maksimuma.

Prevoja sta v x = ±1
3 . S = 8

√
2

15 .

17. s = 3
4 + 1

2 ln 2.

18. V = π
2 .

19. S = 37
6 .

20. S = 3π
2 + 1.

21. S =
√
2

12 .

22. (a) s =
√
2(eπ − 1)

(b) r = eϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π
(c) S = 1

4(e
2ϕ − 1)
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